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��� ���
��� �������,���

8-8-?- 6���	��� �������
�

^������	 ���������# ����� ��!����� ������
��
���� �� 
�� 
 ��� 
����# ��
�����# _KP`�� +����� ���!�� 
���$��� ��!������ �� 
���
����
!�	� ������
��� +���� �$ ������������� 
������
 �
������ ��"���
-�����%���# ������� 
����� 
������ ������ ]���� ����$��# �� �� ����
����# ����� ��!����� ������
��
���� �� 
�� 
 ��� � U�# ������� /�#
���������� ��!����� A ��/�� ����' �������� 
���������'��� 
�����
��
����'������ W� 
���!���# ��� τA(X) = X # ���� A ������
��
�����

 X �

� ������
� ��'�������
��!� ��"����# 
 ��
������� � S(A)# I(A) �
τA �� ��!�� �� �
�������' ���/���
� T (A) $���	�����'�� ���������
��� ��!������ A� ���� �� ������
����� �!�������' τA �� S(A)−T (A)�
W� �� ������ ���!�# ��� �
��Y��� �
��������� ����
��!� ����/�����
(������
��# ��� A 
��� ���� 
 ��������� X # ������� �
������ $���	���
���'��� 
� �
��������	 A# ������ $���� ����/���� �$������ ���������
� 
��������� 
�����/������ ���� �� X �����
����'�� $���	�����'�
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���� W� �� ���������
��� ��� 
�������# ��� /� ��� � 
�������# ���
��	Y�	�� 
$�����
�$� $���	�����'�� � �"������ ���������� �����
��!�# ������# ����� 
������$�
���� τA �
�����' 
�	�� �
�����������
-�� ��
������� � $���	�����'��� ���������� �� ��Y���
���� ��� ����
��� WR[� W� !���
� ������' $���	�����'��� ��������� �
����# ����
��� ���� ����� ��� ������ _I`�
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W�/�� �� 
���������'��� 
������
����'����' ����'  ������� 
����
 ��� �����# ��� Xi+1 = τA(Xi) = Xi� -�� �� ����� $������� ��� ��"� 
,���� 
 ������ ����'�� (��
���  ������ 
��� ���
 �!��	� ��$�����
���'��	 ���' 
 
������
����'�� 
��������� � [����
"��' ����/��#
 ������� 
��� �� ����� 
�
�����'�� �� ���,� ����� �� ��Y���
���� 
��
��������'��� 
������
����'������ 1�� 
������� �� ����	���� $���'
 ������� 
��� ���� (��
���  ������ 
��� ���
 �!��	� 
�/��	 ���'

 ���'���!����� 
��������� # �� ��� ���!�� ��������
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W�/�� ���$��'# ��� ��"� 
������ ��
�
���������� ��!������
 �
���
���� ���"��� ���'��� � ��� ����� ������ ����"���� ��
�
����������
��!�� �� ���' ����� 
�� ���Y��� V���������# ��
�����# �
� �����	�
Y� 
����� ��!������ A � B� f�/��� �$ �� 
�
������ ���'�� �
�
�����
��� A 
���
��
��� Q 
��������� x � $���� K 
��������� y# � B ����
���� 
���
��
��� K 
��������� y � $���� Q 
��������� x� � ����
����
��
� ��"�� �
����������# A � B �� �
��	��� ��
�
���������� S���� ��
��� ������ +�
�� $�
���� �� ,����� U�"� ,��' . ����$��'# ��� ��� ��/�
��!� ��!������ ������� ��
�
�������� ��"��� ���������� ����������
[��'��� ��
�
���������' . ���'��� �������� ����� ������ ��
�
������
����' ���/� ��/�� ���' ��
��'$�
���m ������� ��������� ���������

)'1' 2�� ���� ���3

� �����
����'����� ��# ��� ��!����� �
������ 
������
����'���#
�$������ ���'"�# ��� 
������
����'��� 
����� S������ � ����� ���!���

V���������# ��
�����# ��!����� �����/������ 
 !��%�# �������
�������
�� ��
������ �����	Y�� "�!� (���
���!�����# ��� �$�����'�
�� ���'�� 
��������� 
��"��� ������ ���
���
����� �������� ����"��
��	 R�

�� ��� �		 x, y 
��
 Edge(x, y) ∧R(x) ∧ ¬R(y)
R(y) := ����



)B "���	���� ������������ +�
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R�!����� �
������ 
������
����'��� 
� 
������# �� �� ���$
������

�������'���# �� 
������
����'���� (������
����'��� ��!����� ����
/�� �����' ���'�� �����'��� �$�������# � !�����'��� �$������� ���/�
�� ���' �!�����������

]����
���� �!���������!� �$������� ���/� �� �
������ ���������
���� V��������� �����	Y�� !��%�
�� ��!�����# 
��
���	Y��# �����
�� $������� !��% �$�����
����� 
��"����

�� ∀x∃y Edge(x, y) �
�� ������ �� ��	��

�	�� ������ �� ����

R�!����� �$������ ���'�� ���� ����
���� $�������# �� �� ����� "��
!� ��
��'$��� !��% ,������ � 
������ �� �
������ 
������
����'����
(������
����'��� ��!����� ���/�� �� ���'�� �!��������� �$�����'

���������'��� ��������� �� ����� "�!�# �� � ��
��'$�
��' 
�� ����
��%����,�	 �� �!���������� ����� ����������

U�������� �������
����� �� ���� ������� !�
����' 
 ������� ����
��
��� ^������# ��� ����"�!�
�� 
������$�
���� ��!������ ��/�� ���
�����' �$ ������'�� ��$����� �����
��� U�
�����# ��"��� ]'	���!�
��/�� �$�����' ��������� �
��!� �
��
��	Y�!� ��������
�# ��
������'
���
�� 
 ����Y�	 ������ ����� � 
���������' �
�	 !���
��m � 
�� ���
�� ����� "�!�� ����� ��# ��� 
����� �����
�� ��/�� ��$�����' �� ����
������ �����
��� Z��� ��# �� ���� �� ��$���� �����
��'# ����� ���
��"�!�
�� 
������$�
���� �������� �$ �!���������!� ����� �������� 
�����
��� W� 
��� ���� � �������
���	 ��� 
�������

�� ������	�� � ���������

1� �� 
�� ��������� ���� 
����� ���������� ���/���
� ����������
1�� �������
���� 
������# 
�$���"� 
 
������Y�� 
����$����# ����
������� 
������ ��������� ����� 
�������'��� (���/��# ��� ���������
��!�� ���������
��'�� ��� ��������� �
��
�!� 
������� �����������
���� ��!���� -�� . ����' ��"�!� 
����!� 
��������# 
�������� R��������
��!� ����������

1'(' ���,*�,�4

(������ ��������� �
��
�!� 
������� 
��
����� 
 �������� 
� ���
������������ ��!���� W� ��
��'$��� ��������	 ����%���,�	 �������
�����!� 
������ _QT`�
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 	����� . ��� �������� ����� %���,�����'�� ���
���
# ��/���
�$ ������ ����� %������
����� ��������
� ��!������
� U��������
%���,�����'��� ���
��� ��!�� ���' 
������� ��� �����
���# ��� ���
���������# ��� ��� � ��# � ���!��� ������ ���
��' �����/�� $��� ��
���
��
�# ��������� ����� ����# ��	��# �����# Q�������� ��� ���	� � �����
������ ����
��� �
���,��� ��� ��� 	������
�� �����	� �
��	��� ����
���������# � $� ����	������ ����� . �Y� � 
�����������

%���� ������ �����# ��.���� �����m 
� ��������	 
 ������ ����
�'� ����� �
��	��� ��$�
���� �
������	��� ����������� �������
�
��� �
������� ��������� %���,�����'��� ���
�� . ��� ����� Z��� f .
j�������� %���,�����'��� ���
��# !�� j > 0# � t1, . . . , tj . �����# ��
f(t1, . . . , tj) . ������ Z��� ����� 
��"��� %���,�����'��� ���
�� �
�
������ 
���������# �� ���� �
������ ��	���
���
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 ���
����� X ��� ���
���� Υ �
������ ��
����� ���/���
� S ���.��
��� ��������� X� 
����� � �����
����,��� %���,�����'�� ���
���

�$ Υ ��� S� -������� S ���/� ��$�
�	��� ���������� X � j��������
%���,�����'��� ���
��# �����
���������� ��� %���,�� �$ Sj 
 S# .
��.���� '��
)�� ��������� X � W� ���/����
���� ��������	 %���,�	
� �� $��������� ]���� ����$��# 
 ��������� ������ ���������# ���� �$���
���� �
�,���'��� �������# � ������ . �����
����,�	 ���
��� ����� ]�
/� ����� 
�������� � ��	�� � ������ ]��������# ����� �����
����,��
���� ���������' �� �����
����,�� ���
���
 ��	�� � ������ S����
���
��,��� j�������!� 
�������� R �
������ %���,�� �$ Sj 
 ��������	����
-�� . ��.���� �����
�� ��������� X � ^��� ��
����
� �����
�������
���� ��� ����"���� ��
����
� �� ��$�
�� ���/���
�� ��$�
�� 
�������
R ��/�� ������' ��� ���/���
� �����/�� a ���� # ��� R(a) = �����
Z��� 
������� R . �������# �� �� ��/�� ���������
��'�� ��� �������
���� ���	� �
������ ������
���������� ���� ���
������� ��������	����
����
���� �
���,�� �
�������� ������� ����$�� ��� ���	� � 
���	�
��	��# ���� 
� ������� ���� ���� �$ ��!������
 �� �
������ ����
�����
����� 
�$
����� ��� 
������
���' �������
�� ��������� %���,�� ���

�	�� �
�����������

#�$�%���� 1'(' ����� ��������� � 
������� ������� ��	����" ���
����� ��	����� .�������� �	� ��	���
�� �����)�� �� ���	����
- %��
��� ��� ���������� ���������� �����������- B������� �� ��" ���
��������� ��������� ��	�
��� �������������" �����)�� �������
�����
�� 	���
� 1 ����� ��	� � ��
�� ������	������ �����������-
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6�� ����	�.������ ������ ����	���� ��	������ ������" 
������ ��
�� ������������� � 4��� ������" ����� ����� 
�
 
	���� ��
�� �����
��	�����" ��
 � ��������� ���������-

(����� �����,�� ���� $������� C:D(t,X) ����� t 
 ��������� X # ���
���
��' 
��	���� ���
��' t� Z��� C:D(t,X) = C:D(t′, X)# ��/�� !�
����'#
��� t = t′ 
 X � Z��� t = ���� �����
����
���� t = ��	��� 
 X # ��/��
!�
����'# ��� t 
�
������ ��� 
���� �����
����
���� �� 
�
������ ���
��
����� 
 X �
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(���' X � Y . ��������� � ����� ���
���� Υ� U�
�����# ��� �.��
���'�.� X �� Y . ��� 
$����������$������ %���,�� ζ �$ ��$�
�!�
���/���
� X �� ��$�
�� ���/���
� Y �����# ��� f(ζx1, . . . , ζxj) = ζx0 

Y 
����� ��$# ��!�� f(x1, . . . , xj) = x0 
 X � ^���' f . j�������� ���
��
�$ Υ�

1'&' ����, �� �5����*���!� �����.��.

(���' A . 
������
����'��� ��!������

����, �� & -�5����*���� �����.���/'
1  ���������� A ��	�
��� ����
���� ������� �����
�-
1 /�� ��������� A ���
� ���� � ��� �� �	�����-
1 6������.������ τA ��������� ��.���� ��������� ��������� � ���
��������
�� '��
)��-

1 S(A) � I(A) .��
���� ��� �.����'�.���- F�	�� ����" ���
��
�.����'�.� �. ��������� X �� ��������� Y ��	����� ��
��
�.����'�.��� �. τA(X) �� τA(Y )-

� ����
"���� ����� ��$���� �� ������� ��� ������ ����� 
���������

1')' �����.��. *�* ���,*�,�4

+!������ �
�� �������������� ��!��� � �� 
����/���� 
���$�
��
��# ��� �	��� ����������� �������������� �����,�� ��/�� ���' �����
�
����� ��� ��������� 
��
�!� 
������� a����� ���/����
���' �������
��� � ����
����
�	Y��� ������������ ��$�
�� %���,��# ������� ��!��
�����'�� �� ����!� ��������� �����!� ��!������ � ���!���# ��$�
�	���
���������
���� W��!���������� 
������ ��������� ��� �������� ���
!�� ���' ������� 
 ���������� 
� WR[ _N`� ^���' �� 
��
���� ��"'
�
� 
����� 
�������
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[�������� ��"��� ]'	���!� ��/�� ���' %������$�
��� �����	�
Y�� ����$��� ��$�
�� ���/���
� ��������� 
��	���� ��c�������� ��
��
������	Y� �� ���
������


������	∪ �	�
����∪ �����

������� ���/� �� 
�������	��� � ���/���
�� n����� ��	��� �����o�

. ������	 �
������ ���/���
�� ���� 
������
���� ���/���
�� ���
������� �������!� ��������
� �
��
������ f�/��� �������
������	 
������# ���� ����� ����
����
�	Y�� ���������� %���,��
����'���� ���
�� 
 ���
���� f���� ��!�# ������� ������������

��������� ������� �������������	# ������� )/�
��* 
 ������	�
1��!��� ���
���# �� ����� ��������� %���,�����'��� ���
��
�������������	# �'� $������� ��/�� �����'�� �� ����!� ���������
� ���!����

. �	�
���� . ��� ��%�
�� ������ f�/��� ������� �	�
���� ���/�

������� +��� �$ ��� ��������
# �	���# ��$�
����� 
��������

. � ������
� ���� ��/�� ���' 
$��� ���/���
� ,��� ����� �
����
���
��	Y� ������ ������� 1�� ��!� �
�������� ������� �
��
��,�� ��������� � ������������ 1�� 
������� �� 
���
���!���#
��� ����� ���������� 
 ���� ��
��
����� � ]��/� ������� �����
�������� ��������� %���,�����'��� ���
�� ����# 
������	Y��
$������� 
 �����

S# ������,# �� ����� ������	 %���,�	

������� : ����→ �	�
�����

������� 
���
��
��� 
��� ������� ��� ��������� � ������ �	��� � ��/�
���� ��������# ���
���/������ 
�� ����# ������

[����	Y�� ���
����� 
��
��� 
������
���� �������,�	 ��"���
]'	���!�J

�� �������������	 � q1 ��� ������������ � σ1 �
��

��!��!����		�	

�������������	 �� q2
������������ �� σ2

���� �� �������������� 

��� ,������ 
��!����� ��"��� ]'	���!� ��/�� ���' $�
����� ���
��������� ��!��!����		�	 ���� 
��
��# 
������ ������ �
�������
��
��!��!����		�	 �����Y����� �� ����



II "���	���� ������������ +�
� C

A-8-?- 6�����2 �	������ G�
	���

R�!����� Z
����� 
�������� ������'"�� ��Y�� �������' d �
� 
$������ �������'�� ����� a � b� +��� �!� "�! ��/�� ���' �
����
�����	Y�� ����$��J

�� b = 0 �
�� d := a
�	�� �� b = 1 �
�� d := 1
�	��

���

a := b
b := a "�� b

��$�
�� ���/���
� �	��!� ��������� X ��!������ 
��	���� ���/���
�
�������'�� �����# �����/�Y�� �# Q 
 ������
� ��$����� ��������
 �
�������	 �
���,�	 "��� f���� ��!�# ���	��� ��� ��$����� �������
����� �������� a# b � d� Z��� a = 12# b = 6# d = 1 
 X # �� a = 6# b = 0#
d = 1 
 �����	Y�� ��������� X ′ � a = 6# b = 0# d = 6 
 �����	Y��
��������� X ′′�

A-8-8-  ���
���� � ���
� .����� 	���
�

1�� ��!��� ���������# 

������� 
 ���� ��$����# �
��	��� ��������
���� 
��
�!� 
������� � ��!��� ���	��� � ���!�� ���������# ��
�����#

����!� ��� 
��"� 
������
� S��!�� ��� ��!�� ���' ����� 
�� ���Y��
�� ��� 
������
����� ���������� V���������# ��
�����# !��%�
�� ���
!�����# ����
�����	Y�� �� ���'�� �����'���� 
��"�����# �� � ����
/���
��� 
��"��� � ���� ������ 
�� ���� ��������� 
����!� 
�������
+����� ��������� 
����!� 
������# 
��"� 
������
 � ���� ��!�� ����
������
��'�� ��� �
�,���'��� ��������� 
��
�!� 
������� � �������
���# !��%�
�� ��������� 
����!� 
������# ���� ������ ��� �
��������
!� !��%�
�!� ��!������# ��!�� ���������
��'�� ��� �
�������� 
��
�!�

������# 
 ������ ���������� 
��
�!� ����� �
��	��� 
��"���# � 
���
��!� . ���/���
� 
��"��� � ����
����� � ����"���	 �� �������� 
���

�!� �����# �
������	Y��� �����# ������� ���/� ��/������� ��������
����"���� ε(x, y)# 
���/�	Y�� ��# ��� 
��"��� x 
�������/�� ���/��
��
� 
��"�� y�

]����� )��������� 
��
�!� 
������* ��/�� 

���� 
 $����/������ +�
����/��� ��� %���# ��� ����/������ ��������� ��
��'$�	��� ��� �
���
������� ��������� ��!��� 
��
�!� 
������� � ������ �
������� !��%��

� ��������# �
������� 
�"�# �� ��Y���
��� 
����$�
���� 
��
�!�

������# 
���/�	Y�!� ��# ��� 
����� ���/���
� 
��"�� 
������
������
��������� ��������� 
����!� ������ U� ��� �� ����� $������� ��� ��"� 
,����� W� ��
��'$��� ��������� 
��
�!� 
������# �� �!������
�� ����



�	����
 �� ����	
����	����	 ������ ����������! �������� I(

��!���� 
��
�!� 
������� -�� ��Y�� 
������� 
 ����������m 
�
������#
��
�����# �����	 !��%�
# �����	 !��

 ��� �����	 ���/���
�

1'1' 6�*����+���47 � �+���

� ��!��� ���
��� �����$����'�� �
��	��� ���������� � ��"�� ����
���# 
� �
��������	# ���
��� ��������� -�� ����
����
��� ��%�����'�
���� 
���
���/���	# ��� 
��!����� ��!������ A 
������
������ ���
������ ��������

����� ���
��� ��������� 
�������� ���
��� �������,��� (�� ����
��� %������$�,�� ���
��' ����/��� ������ �����
����'�� ��
�������
��� ����������� ��!������# ��� ������ �����'��!� ���������� � �������
���# ���
��' �� �������� 
 
��,���� 
���������� W�/�� 
������
���'

��������� ��� ��������	 �
��	,�	 �����'��!� ���������� [��
��' ��
�������� 
 
��,���� ���� �
��	,���

&
������ �� ������
����� �����
���� ���$�������� ���
��� 
 
���
,���� �
��	,��� W�/�� 
������
��' ���� ��!�����# �����	Y�� 
�� ���'�
"� � ���'"� %���,�� ��� 
��������
 
� 
���� �
��� ������� U�
���
���# ��!����� ��������� !��%�
 ��/�� �����
��' 
�� ���'"� ,
���

��� ��́�'"� !��%�
� Z�����
���� 
������
���' ,
��� ��� ������� ���
��"����� ^������# ������# ��� �������� 
��!����� ��!������ ��������
�� ���/�� ����
���
��' ��������������� �
���� ������ � ,
������ U��

�����# ,
��� ��!�� ����$�
�
��' ���"������� �����
 ���!����������
������ W������������ ���	�� 
�$������ �������� ����"���� C(i, x)#
��� ������!� ���/���
�� 
��"�� i�!� ,
��� �
������ {x : C(i, x)}� � ���
Y�� ������# ���� ��!������ ���� ����� 
�� ���'"� � ���'"� j������� 
%���,�� ��������!� 
���# �� ���� �������' 
 (j + 1)�������� %���,��
�����
���� ����'���� ��$��/��# ��� 
 ������
� ��'�������
� ���� ��
������� ���������
��' ��� j�������� %���,�� ���������� �
�,���'��!�
���
�������

S��	��� ���/� ��� ��$�
����� ��������%�,���	Y�� )�� %�������
����
����* ��!������# ������� �$����	� �
�� 
��!����� 
 
��,����

���������� 1�� ����!� ��!������ ��� ��$�
����� )
��!�����* �
�����
�� 
����� ����'	 ����� � [����
���� 
��!����� ������ ����' ����� #
� ���� 
�� ���� �������� ���$�������

1'8' 
��9$��.�$�� 5�9�+�� $��:���+�

U������� �� ��# ��� ��$�
�� ���/���
� ��/�� �����'�� �� ����!�
�����'��!� ��������� � ���!���# ��� ���$����� 
 
��,���� 
����������
��� ��������� ������ 
���������'��� 
������
����'����� ���	� ����
� �� /� ��$�
�� ���/���
�� (��
��
������ �� ���� S��	���# ��
�����#
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!��%�
�� ��!������# ������� �����	� ����
����� ��
� 
��"�� 
 ���
��Y�� !��%� U� ������ ������� ��
�� 
��"���� W� ��/�� %�������
$�
��' ������� 
��"��!� ���� � �!�
����' 
 ������
� �����!� ����
��#
��� �����'��� ��������� �����/�� ����������� )!����* ���/���
� . ���
$��
� U�
�� 
��"��� ������� �$ ��$��
�# � 
������ ��$�
�� ���/���
�
�� �$�������� 
 
��,���� �
��	,���

f�� 
����� �������� �$ ��$��
�� +���/����� � 
����/���� 
���
!����� ��/�� ��
��'$�
��' ��������	 %���� ������� pqrm �
���,��
����� ������� ����� ���$��� 
�������
��' ���'"� 
������ k������$��
���# �� ��/�� ��
��'$�
��' �
�,���'��	 �����

 %���,�	 ��� 
��
������� �������� �$ ��$��
�� +�� �
������ 
��"��� 
 ��� ������# ���
�������������� ����/������

1�/� ���� �������
��� �����'��� ��������� ��/�� ���' ��������#
���������� ���!� ��
�������'�� ��������
 
������ �
�	 ����!� 
 ���
���'��	 ��������� ���'�� 
�����# ��� ���# 
�$��/��# ������ ��/����

�$����� +�����
��� �� ���� & ����	# ��� ��� f������ /�# �� ��/��
����
��' ���	 � ���$�������� ��$�
�� ���/���
� � ��
������
��' ���

�� �������� �$ 
��"��!� ����� ��������# ���,�
����'�� ��� �� �����
$�������� [ �� �������� ����� $����� ����� ������ ����' ������� 
��"�
��!� ���� 
����� ����������

-�� �� 
��
�� ������# ��!�� �� ����/��� ������� 
��"��!� ����

����' ���������� W� 
���
���!���# ��� ��������� �����/��� ��������
��� ���� � ��	��# ������� 
�$
����� ��� 
������
���' 
�������� ���
����
�$������ %���,��� S������
��� ��������� ��!�� �� ����' 
�����
���� � �� �����/��' � $�������m 
�
������ !��% 
 ������
� 
�������
(������� ����$�� �� 
���
���!���# ��� ��������� �����/��� �����#
������� 
�$
���� ��� 
������
���' �������
�� ��������� %���,�� ���

�	�� �
�����������

1';' �5����*<�. � ��%�����= "� �9�$��>�9$�

(�������� ����' 
�������� R���������!� ��������� ������� �$ �
� 
��
��/������ +�� ����/��� ��� %���# ��� �� �������� �� %������
���
��� ���
�� �������,��� [�������� ���/�� ���������
��'�� ��"' ���

������
����� ������ �$����%�� �� ��������� ]��'�� ���� ����� �����
$�������� +��	�� 
��
�� �$ �
� ��
��/�����J ��$������ �$����%���
��������� . 
����� ��$������ 
������
����� ����!� � ��!� /� �����
��# � ���� ���� �$ �� �
������ ���������� �����!� ��!������ A# �� �
���!�� ���/� ���/�� ���' ���������� ���!� ��!�������� ]�# ��� ����

�"
	>������ 
� �	���� ���&	��� ��&	� �������� #�� ,�� ��	��	� ����#�� ����
���	����� ������ �������� � 
����� #�� ����	 ��������	 ��		� ������	��� �����
���������! ��
� � �����	�� ��&�� ���� �� ��� ��� ������������ �	������	 ���



�	����
 �� ����	
����	����	 ������ ����������! �������� IQ

��� ��������� 
������
���� �
�� ����� �$����%�� ���������# �� �����
$�������� Z��� ��� ��Y���
���# �� ����Y�� ���
��' �������,�� ��� 
��
���� 
�� �� ^������� ������ ���/�� ���' ������� �
����� [��
��' �
��$�
�� %���,�� ���/�� ���' 
������������

1�� ��!� ����� ����������' 
����� ��
��/�����# 
���
���/��# ���
X � Y . ��$������ ��������� ��!������ A � ζ . �$����%�$� �$ X
�� Y � ζ ������/��� ��$�
�� ���/���
� X �� ��$�
�� ���/���
� Y � ���
 ������ 
�� %���,�� X � U�
�����# ���� f(a) = b 
 X # �� f(ζa) = ζb 

Y � (�����'�� ��$�
�� ���/���
� ���$�����# ��$�
�� ���/���
� τa(X) �
τa(X) �
��	��� ����
��� ����
����
���� ��� X � Y � ��
���# �� ������
�� ζ %���,�� τA(X)� (�������� �� Y 
����� ��� �� ���!�� 
������
���
��� X � -������ x �$ X 
������
��� 
�������
�� �������� ζx �$ Y � U�

������
����� ��������� �� ���/�� ����' ������!� $�������� 1�� ��!�
����� 
�����/��' ���� 
�����# 
���
���/��# ��� τA ������/��� f(a)

 c ∈ X ���# ��� f(a) = c 
 τA(X)� � ζ�
������
����� X ����� 
 Y � τA
������/��� f(ζa) 
 ζc ���# ��� f(ζa) = ζc 
 τA(Y )�

#� ��	��"����" �������� ��$����

8'(' �����.��. *�* +�" 0�$.��

a����� ���������
��' ��������� X ��� 
����' �
�,���'��!� 
����
Z��� f . j�������� %���,�����'��� ���
�� � a . �����/ j ��������

�$ X # �� 
��� (f, a) . 4	����� ������� H>IJKIJX(f, a) . ������� f(a)

 X �

Z��� (f, a) . ������� 
����� �$ X � b . ������� X # �� (f, a, b) .
�����	���� ��������� X � +���
����� (f, a, b) �
������ ������	����#
���� b = H>IJKIJX(f, a)� 1�� ��!� ����� 
�
�����' ����
����� (f, a, b)#
���� ����� $������' �����/���� �������� 
����� (f, a) �� b�

1
� ����
����� 
��'	�
��
�# ���� ��� ����Y�	��� � ������ � ����
/� �������� 
�����# �� �
��	��� ��$�������� W��/���
� ����
�����
����������# ���� ��� �� ����� ���%�����	Y� ����
������ 1�� ��!�
����� ��
�����' ��
�������� ���/���
� ����
�����# ��/�� ��
�����'

�� ����
����� ���!� ���/���
� ����
�������� � ������ ����
�������!�
���/���
� ����
����� ����!� �� ��������� V�$��'��� ��
������� ���/��
��
� ����
����� ∆ ��� X ����� ���$�����'�� X + ∆�

��$$� 8'(' G�	� X" Y 1 ����
���� � ������ � ���� �� �	����
��� � ��.���� ����������" �� ���������� ������������ ���������
��� ��������� ∆ ��������	���� �����	���� X ��
��" ��� Y = X+∆-

�����	 ���&	���� � ������������ ������ �	 ���������� #�� ,�	�	��� 
����
�	&��
,���� ���&	����� + ��#	���	 ����	������� ��&�� ����	���� S(A) � I(A) ���� ����
���	����� ��������� �� ��
	� 
����� ������������ ,�� 
����	���
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��*�9��� ���+�' X � Y ���	� ���� � �� /� �������� 
������ ]�����
���� ���/���
� ∆ �
���������� �����	Y�� ����$��J

∆ = { (f, a, b) : b = H>IJKIJY (f, a) �= H>IJKIJX(f, a)} .

W��/���
� ∆ ����� ���$�����'�� Y −X �

8'&' ���:���+� �5��+ ���7 � !����$� + 9�"����$ �����.���

(���'X . ��������� ��������� ��!������ A� S$ 
�������� R��������
��!� ��������� �������# ��� X � τA(X) ���	� ���� � �� /� �������� �
�������� 
������ +
�������

∆(A,X) � τA(X) −X

���# ��� τA(X) = X + ∆(A,X)�
��$$� 8'&' 6�����	����" ��� ζ 1 �.����'�.� �. ���������

X ∈ A �� ��������� Y ∈ A" � �������� ��������� ����.�� ζ ��
"
����� ��� ��	���� �������	� 
�
 
������ 4	�������" ��
 � 
�����
�� 4	������� ������" �����	���� � �������� �����	���� ���������
X- %���� ∆(A, Y ) = ζ(∆(A,X))-

��*�9��� ���+�' S�
��'$�
��' 
������		 ����' ��������,�� � ����
����'	 �� �$����%�$��� 
�������� R���������!� ����������

8')' ����<�0 ����,0�����

(� ��������	# 
 ������ ����'� ����� �
��	��� ��$�
��� ����� ��
�����/�� 
�������� �# �� ���� 
����$��� . ����	������

� ����
����
�� � 
��������� R���������!� ��������� ��!����� A ��
��$������ �$����%��� ���������� [�������� X ��!������ A �
������

����� ������� �����$�,��� �!� �$����%��!� ������� f�� A ��/�� 
��
�����' �����
 � �������� a ���/���
� X� +��� �$ �
�����
 . ��$���'
��$�
�� ����# 
��������� ������!� ���� a ∈ X � a�
��/�����# ��� ��� .
������
����� �
����# ��/�� ���' ��$
��� ����)���� 6��	�������	����
�� ��������

W�/�� 
������
��' ���!�� �
����� �����
� ��!������ A � ��������
a 
���������'��!� ���������� U�
�����# ��!�� �� ��Y���
�
��' ����
�
���� ����� φ � ψ(x) �����# ��� φ . ��$�
��# x . ������
����� �
�������

��������� 
 ψ(x) � ���
����� ψ(x) = ���� ����� ������
����� ��"��
��� 
 �	��� ��������� X # ���
���
���	Y�� φ� Z��� ��� ��%����,��
�����
�� ��!������ A# �� ��/�� 
�������' φ 
 ������ ��������� X



�	����
 �� ����	
����	����	 ������ ����������! �������� IS

� $����# ���� φ 
���� 
 X # ���$��' ������
����� ��"���� a ���
�����
ψ(x) = ����# 
���c�
�
 ���� ψ(x)� +
������� 
��,����� ��
��'$��� 
���
"����� ������ �� ����
���!� ����� ψ(x) � �������� a� 1�� ��!� �����
��c�����' 
��"����
�# 

���� ��
�� ��������� %���,�����'��� ����

�� c ��� ������
����!� ��"���� ψ(x) = ����# 
 ������# ���� φ 
�����
� 
����
��� ������ c ��/�� ��
���'�� ������ Z��� �� ��$��"��� φ �
ψ(x) ����' 
��������# ��� 
���������� 

���� ��
�� %���,�����'���
���
�� 
���/����'��� ���������� -�� 
���� � ������ %������$�,��
�����!� ��!������# ������� ���
���
����� 
���,�
� (������
����'���
!� �����
��

�0��"� ���� 8')' 7	����� a ����
���� X ��	����� ���������"
��	� a = C:D(t, X) �	� ��
������� ��.����� ����� t � �	����� X- 7	��
���� ������ (f, a) ��	����� ���������" ��	� 
����� 4	����� 
���
���� a ��������- !����	���� (f, a, b) ��	����� ���������" ��	� �
(f, a) � b 1 ��������-

(���,�
 �����
����� � ��%�����'��� 
���
���/����# ��� 
�����
��!����� ����� �������	 
��!�����# �$������# ��� 
����� ����������
��!����� A ��
��'$��� 
 �	��� ��������� ���'�� �!���������� �������
��
� ��������
� � ����� ����# ��/��� �������# ��
��'$����� A# ���/��
���' 
������
�� ��������� ��$�
�� ������# �� �������� 
��!�����
��/�� ������'�� ���'�� �� �������� ����� ��$�
� �����
� -�� �� �
�
������ %�����'��� ����$����'��
��# � �� �� ���������� �����$���
��'
��������� 
��!����� (� ���� 
������ �� �� 
�
�"��� 
���,�
 1����
�
����� �� ������� 
��������# �� �� �
������ �
�/�Y�� ����� 
��������
d����'����� ��"�����

8'1' ����, �� ��*� ������ ��?���.

����� !�
����'# ��� �
� ��������� X � Y 
 ����� � ��� /� ���
���
X �������
� ��� ���/���
�� T Υ������
# ���� C:D(t,X) = C:D(t, Y ) ���

�� t ∈ T �  	������ ��!������ ��$�
����� ���
��' �!� ���������� (���'
A . 
������
����'��� ��!������

����, �� ) -��*� ������ ��?���./'  ��������� 
������� ����
������ ������ T � �	����� �	������� A ��
��" ��� ��	� ���������
X,Y �	������� A �������
� ��� T " �� ∆(A,X) = ∆(A, Y )-

S������
�� ��!����� A ��
��'$��� ���'�� ����' �����!� ���������#
������� �
���������� ������� �$ T � [��� 
� ���� ���/���
� T . ����
����	� 	�
�	������ ������� ��� ��!������ A�

6������ U���!������� ����' ���
��� ��!������ A ������� �$ �������
��!� %���,�����'��!� ���
��� f # ������!� 
�������� P � ������!�
%���,�����'��!� ���
��� S�



IB "���	���� ������������ +�
� C

f����������� ��������� A ������� �$ ���/���
� �������'�� �����
� ��� ��
�������'�� ��$����� ��������
 ��������� � ����� ��	���

������ S . %���,��# 
���	Y�� �����	Y�� ������� �������'��!� ����
��� �����!� �������'��!� ������ P . 
�����/���
� �������'�� ������
f 
�������� ��������� �������'��� ������

(���$
��'��� ��������� A �$����%�� ������ �$ ����������� ������
����� f�/��� ��������� A �
������ �����'���� (�"�!�
�� 
������$��

���� $������� �����	Y�� 
��!������J

�� P (f) �
�� f �� S(f)
&���# ��� A ���
���
����� 
��������� (������
����'��!� 
������ �

R���������!� ���������� 1�� ��!� ����� 
���$��'# ��� �� ���
���
�����

�������� d����'����� ��"����# ��� ��/�� 
���c�
��' �
������� ���
���'����� ��"����� W�/�� 
���$��'��# ��� ���/���
�
T0 � {f, P (f), S(f)} �
������ ����
�� ��� A# �� ��� �� ���� � ����� ���
��# 
���' X . ������������ ��������� A# 
 ������� 
���� f = 0 � P (0)�
(���/�� a � C:D(����, X) � b � C:D(��	��, X) ���# ��� C:D(P (0), X) =
= C:D(����, X) = a� (���' Y . ���������# 
��������� � X $������
�����
����,�� ���� �� b � ��	�� �� a ���# ��� C:D(����, Y ) = b �
C:D(��	��, Y ) = a� ^������� P (0) �� �$�������'J C:D(P (0), Y ) = a# ���
��� P (0) ��/�� 
 Y � ]�!�� X,Y ��

���	� ��� T0# ��

∆(X,A) �= ∅ = ∆(Y,A).

W��/���
� T = T0 ∪ {����} �
������ �
�������� �����'����� ��"����
��� A��

%� �����& ����
������ ��$�� ������	�� '
��������( � �������� �������

1� �� 
�� 
������ 
������
����'��!� ��!������ ���� ��%�����'�
���� [����� �� !���
� �!� %������$�
��'�

�0��"� ���� ;'(' 6��	�������	���� �	������ 1 4�� ��L�
� A"

������ ����	�������� �����	���� 6��	�������	����� �������" ���
����
����� ��������� � M�
�	������ �������-

(�������$����� 
���$
��'��� ��!����� A� (���' Υ . ���
��' A�
� ���� ��$���� 
�� ��������� �
��	��� Υ������������ � 
�� ���������
�
��	��� ����������� A�

�+ ����� � ,��� 
���	��� �� ����	�� �	� K�!������ ��������� ��	 ��	
��$��
�������� @+ ��	 
�	
�
�$	 ���
���� E	��������� �
�� �#	�� ������ �������	��

	�	����� �������� 
���	 
	�	!�
� �� ����� �
	��>������ ����	��� K�� 
���	�����
���� �	������� 
�	 
�� ����� #���� 
������ #�� ���#������ ������� ����$��$� ��
��
	���� ��
���	��� T�����>��� ��� �
�	
	�	� ������ J� +� ����#�	��! �� ��!
���� �
	��>����� ����	�� �� ��� 
	�	�
�	
	�	� �� )�A



�	����
 �� ����	
����	����	 ������ ����������! �������� IC

(���' T . �
������' �����'����� ��"���� ��� A� U� ����'"�� ��Y�
�����# 
���
���/�� �����	Y��J

. T $������� ���������'�� 
�������
J ���� t1 ∈ T � t2 . 
������
t1# �� t2 ∈ T �

. T �����/�� ��!������� ����� ����# ��	�� � ������

U�$�
�� ����� �$ T 
�������
���� 1�� ��/��!� ��������� X $�������
���������� �����
 �$ X ����� ��$�
��'�� 
�������
��� 4	�������
�� X �

��$$� ;'&' G�	� (f, (a1, . . . , aj), a0) 1 �����	���� �. ∆(A,X)" ��
��� 4	������ a0, . . . , aj ��	�
��� 
�������
��� 4	�������� X-

��*�9��� ���+�' (���
���/�� 
����
���J ��������� a �� �
������
������������ (���' Y . ���������# �$����%���X # 
��������� �$ X $��
����� ai ��
�� ��������� b� S$ 
�������� R���������!� ��������� Y .
���������� (��
����# ��� C:D(t, Y ) = C:D(t,X) ��� ��/��!� �����������
!� ����� t� �
��� 
����� T ∆(A, Y ) ��
�� ∆(A,X) �# �����
����'��#
�����/�� ����
����� (f, (a1, . . . , aj), a0)� U� ai �∈ Y � ]��/�# �$ 
��������
R���������!� ��������� ��!� �����# ����	Y���� ���$���������� ��$�
��
!� ���/���
�� ai �∈ τA(X)� [����
����'��# �� �� ��/�� 
�������/��'
∆(A, Y ) = τA(Y ) − Y � (����
�������

(�����'�� ���/���
� ���������� �����
 �� $�
���� �� X # ��$���
∆(A,X) �!�������� ]���� ����$��# A . �!��������� �$��������� ���
��� ��!�# 
����� ����
����� 
 ∆(A,X) �
������ ��������� �����
����
�� ����� ����# ���
��' � ��$�
�� ���/���
� ��������� �� �$����	���

 
��,���� 
���������� -�� 
���� ���� ���'�� � ��$�
��� %���,�����
1�� ��!� ����� �$�����' ��������� �������'�� 
�$��/��� �
������
���# ����� ��$��'��� ��� ��
������� ����������# ��/�� �$�����' ����
��$�
�	 %���,�	 
 ����� �����# ���� �$�����' �����/���� ����!� ����
����� 
������ -�� 
 �������� ��# ��� ������ ���� ����
������� (������
∆(A,X) ������� �$ �!���������!� ��������
� �������� �����
���

1�� ��!� ����� 
������
��' 
��!������� �
������ �����'��� ���
��
����� ∆(A,X)# 

���� 
��
��� ����
������

�0��"� ���� ;')' 6����	� �����	���� �	����� Υ ����� ���

f(t1, . . . , tj) := t0�

��� f &���������
��" �-�- �� ������� 
�
 N��������
��O(1 j��������
'��
)����	���� �����	 �. Υ � t0, . . . , tj 1 ����� ��� Υ- P	� ����
����� ��������� �����	� �����	���� ��� Υ�����
����� X" �����
�����	��� 4	������ ai = C:D(ti, X) � .���� ����	���� �����	����
(f, (a1, . . . , aj), a0) ��� X-

�0��"� ���� ;'1' G�	� k 1 ����.��	���� ������	���� ���	� �
R1, . . . , Rk 1 �����	� ��� �	������ Υ" ��



(J "���	���� ������������ +�
� C

���

R1

R2

###

Rk

������

��	����� �����	�� � �	����� Υ- P	� ���� ����� ��������� ���������	�

 Υ�����
���� X" ����� ������������ ��������� ��������	�
R1, . . . , Rk-

����(��
��� ��$�
�	��� �	�
���� (����� ���� �� 
����� ���/��
��
�� 
��
��
��� �����Y����� �� ����� 1�� 
��!�������
���� ���/��
��
� ����
����� ∆(A,X) ��� 
���������� ���'�� ����� � 
��
��
�����#
����
����
�	Y��� ����
������# �� ��
�������'��� ����Y���� �
�����
����� P�I ����� ��� ��� 
���$��� 1�� 
������� ����� ����!�� ���������

��
���� �� �
������� ���/���
� ����
����� ∆(R,X)# ������� 
���/�
������ 
��
���� R 
 ���
��� Υ 
 �	��� Υ���������� X �

�0��"� ���� ;'8' G�	� R 1 �����	� �����	���� f(t1, . . . , tj) := t0
� ai = s7C(ti, X) �	� i = 0, . . . , j" ��

∆(R,X) � {(f, (a1, . . . , aj), a0)}.

G�	� R 1 ���������	� � ��������	��� R1, . . . , Rk" ��

∆(R,X) � ∆(R1, X) ∪ · · · ∪ ∆(Rk, X).

� �"��+�� ;';' P	� 
������ ���������X ���������� �����	� RX

��
��" ���
9- RX ����	�.��� ��	�
� 
�������
�� ����� �
?- ∆(RX , X) = ∆(A,X)-
1���� 
 ���� ��$���� RX �
��������# ��� 
 ������
�� P�P�

��$$� ;'@' G�	� ��������� X � Y �������
� ��� ����������

�������
�� ������ T " �� ∆(RX , Y ) = ∆(A, Y )-

��*�9��� ���+�' S����# ���

∆(RX , Y ) = ∆(RX , X) = ∆(A,X) = ∆(A, Y ).

(��
�� ��
����
� 
���� 
�����# ��� RX 
��	���� ���'�� �����������
�����# � ���/� 
�����# ��� ��� ���	� ���� � �� /� $������� 
 X � Y �
������ ��
����
� 
���� 
� �
��������	 RX � ]���'� . 

��� 
����� T #
� ���/� 
�����# ��� X � Y ��

���	� ��� T �



�	����
 �� ����	
����	����	 ������ ����������! �������� ()

��$$� ;'A' 6�����	����" ��� X,Y 1 ��������� � ∆(RX , Z) =
= ∆(A,Z) �	� ��
������� ��������� Z" �.����'���� Y - %����
∆(RX , Y ) = ∆(A, Y )-

��*�9��� ���+�' (���' ζ . �$����%�$� �$ Y �� 
�� ���Y�� Z�
V��"���� ζ �� �����/�# �������� 
�����# ����
����� � ���/���
� ���
��
������ d�!�� 
��
����'# ��� ζ(∆(RX , Y )) = ∆(RX , Z)� �
��� 
�����
Z ∆(RX , Z) = ∆(A,Z)� S$ ����� M�K ∆(A,Z) = ζ(∆(A, Y ))� (������
ζ(∆(RX , Y )) = ζ(∆(A, Y ))� +������' 
�������' ζ−1 � ����� ������ 
��
������!� ��
����
��

� ��/��� ��������� X ����"���� ��
����
� ��/�� ������������
���������� ����,����� ����"���� ��
�
����������

EX(t1, t2) � C:D(t1, X) = C:D(t2, X)

��� ������������ �������� U�$�
�� ��������� X,Y T ����������# ����
EX = EY �

��$$� ;'B' ∆(RX , Y ) = ∆(A, Y ) �	� ���
��� ��������� Y " T �������
���� X-

��*�9��� ���+�' (� ����� P�� ���������� ����� ��������� Z# �$��
���%��� Y 8 ∆(RX , Z) = ∆(A,Z)�

���
��
� # ���������� �
�,���'��� ������# ��!�� Y �� 
�����������
� X # ���� ��!�� X � Y �� ���	� ��Y� ��������
� (���' Z . ���������#
�$����%��� Y # ������� 
������� �$ Y $������ C:D(t, Y ) �� C:D(t,X) ���

�� ���������� �����
 t� �+
��������� ��������� Z ��
����
�����
�J
���� t1, t2 . ����������� �����# ��

C:D(t1, X) = C:D(t2, X) ⇐⇒ C:D(t1, Y ) = C:D(t2, Y ),

��� ��� X � Y �
��	��� T �
���������� S$ 
�������� R���������!� ���
������� Z . ���������� ]�� ��� X � Z ��

���	� ��� T # ����� P�N ����
∆(RX , Z) = ∆(A,Z)�

���
���� # ���������� ��Y�� ������� ^������ ��/��� ������� Y #

�������/�Y�� X # �� ��
�� �������� -�� ���� ��������� Z# �������
�$����%�� Y � �� 
����������� � X � S$ 
�������� R���������!� ���
������� Z . ���������� (�����'�� Z �$����%�� Y # ��� T �
������ Y
� 
������ T �
������ X � a����
�� 
��
�	 ����' ���!� ����$����'��
�#
∆(RX , Z) = ∆(A,Z)�

1�� 
����!� ���������X ��Y���
��� ����
���� ���� φX # ������� 
��
������� ���� 
 ��������� Y ��!�� � ���'�� ��!��# ��!�� Y T �
������ X �
]�������� ���� ��
��/����# ��� ����"���� ��
����
� �� ���������� 
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����� �
������ 
 �������� ����"����� ��
�
���������� EX � (�����'�
�� ������� ���'�� �������� ��������
� ���������� �����
# �� �������
���'�� �������� ��������
� 
�$��/�� ����"���� ��
�
���������� EX �
[����
����'��# ������� �������� ���/���
� ��������� {X1, . . . , Xm} ���
�� # ��� 
����� ��������� T �
������ ������ �$ ��������� Xi�

1�� ��!� ����� $�
��!�������
��' ��!����� A �� 
�� ��������� #
���� ����� ������
����� 
��
���# 
��������� �� 
������ ��������	 X
� ���	Y�� �%%��� RX �� X � -�� ������
����� ����$�� 
��
���� �
��!�
��!�	�� ��������,�� � ����
��� 
��
�����

�0��"� ���� ;'(C' G�	� φ 1 ��	���
�� ���� � �	����� Υ � R1,
R2 1 �����	� � �	����� Υ" ��

�� φ
�
�� R1

�	�� R2

�����

��	����� �����	�� � �	����� Υ- P	� ���� ����� ����	���� R ��� 	
�
��� Υ�����
����� X" ���������� �����	��� φ ��� X- G�	� ��.�	����
����" �� ∆(R,X) = ∆(R1, X)" ����� ∆(R,X) = ∆(R2, X)-

�	�������' ��/�� ���' �
�Y���# ���� R2 �
������ ����� ]����
��!�
�� 
��
��� ���� �� ���������� ��� ��"� $���� $���'# �� ��
���
�����'��� ��Y����' ����� ���/� 
���$��� � ���� ����'� ��# ��� 
��
���#
����� �
�����' ��	��
�� ���
� ������ � ������

(������
����'��� WR[���������� Π 
 ���
��� Υ . ��� 
����� 
���

��� 
 ���
��� Υ� ]���� ����$��# ∆(Π, X) ��������� �
�������� ���

����� Υ���������� X �

��$$� ;'(( -����+��.  �$$�/' P	� ���
��� ���	�������	�����
�	������� A � �	����� Υ ������� �� ���������� Π � �	����� Υ ���

��" ��� ∆(Π, X) = ∆(A,X) �	� ���� ��������� X �	������� A-

��*�9��� ���+�' (���' X1, . . . , Xm �
�������� ��� /�# ��� 
 ����/���
���# ������� �����
��� $� ������ P�T� ]�������� Π �
���������� ������
	Y�� ����$��J

���

�� φX1 �
�� RX1

�� φX2 �
�� RX2

###

�� φXm �
�� RXm

d���� ����$����

���/����� ��!�
��!�	�� 
��
��� ��	� ��'�������
��� ����$����'�
��
� +���
��� ������ ]�������� Π ��!�� �� ���'



�	����
 �� ����	
����	����	 ������ ����������! �������� ((

�� φX1 �
�� RX1

�	�� �� φX2 �
�� RX2

###

�	�� �� φXm �
�� RXm

Z��� ���� 
��!����� Π# �
�������

τΠ(X) � X + ∆(Π, X).

�0��"� ���� ;'(&' 6��	�������	���� ������ ������
���� ������
���� B ��� �	������ Υ ������	�����

1 ���������� Π ��� �	������ Υ"
1 ���������� S(B) Υ�����
���" .��
����� ��������	��� �.��
���'�.��� � ����������� τΠ"

1 ������������� I(B) ⊆ S(B)" .��
����� ��������	��� �.��
���'�.���"

1 ������������ τB" 
������ ��	����� ������������ τΠ �� S(B)-
d�!�� 
����'# ��� ��"��� ���������� ��������� ���
���
����� 
��

�������� (������
����'��!� 
������# R���������!� ��������� � d����'�
����� ��"����� (� �
��������	 P�Q . ��� ��!������ ��
����� �
�����
����� ��
�
������� ��!������
# �
��������� L�K�

�����$� ;'() -����+��. �����$�/' P	� ���
��� ���	�������	����
�� �	������� A ���������� 4
����	������ ���	�������	���� ������
������
���� ��������� B-

��*�9��� ���+�' �
��� +���
��� �����# ��Y���
��� WR[�
��!����
�� Π �����# ��� ∆(Π, X) = ∆(A,X) ��� 
�� ��������� X ��!������ A�
(���/�� S(B) = S(A) � I(B) = I(A)�

)� &����	� � ��$���' ������	�� ' ��������(

@'(' ������,*��+�����

]����,����� 
 ������ 
� ����
����� ���������� ���������# �����

 ��� ��!������ �
�����' ����������
���� ��c������ ������� �������
��� � ����� ��������� ��!������ ����� ����������
��� 
������
������
+���� �$ 
��������
 ���� �����,�� ��� W����
 _KI`� f�� �� �
�������

 ��$�� K# ��� �����
���� ����������
����� ��!�� ���' ���"��� �!�����
�����'���� 
 
����/���� # �������� ��� 
��������
��
�!� �����������

���� � �
�,�%���,��� W� ������!������� �� �!��������� ����������
�
������ WR[ �
��	��� ��!��������# ������� ������	� �
�� ���������
��� ��$� ����� ��� ��� �������� � ����# ����' 
���������# ������
WR[ �
��	��� ��
���������� ���'"�� ��������
� �
������ ���
���
��������� �����������
 ��� ��
������� WR[ ��!�� ���' ������� ��
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���� �� �����
���� ����������
����� 
����� ���'"��

���� ��� 
 
������� �
��������� WR[# ��� � 
 � 
����������'�
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1
� WR[�
��!����� ���� ���� ����� 
 ��$�� I� ^���' 
��
�����
��� ��
�������'�� 
�������

Q-?-9- ��
����	���� �������	���� �����

[����	Y�� $����� � �� �������������� ��"���� 
�$�����
�
��� �$
_QP`� (���
���/��# ��� A . %���,�� �$ {0, 1, . . . , n− 1} 
 
�Y���
�����

����� � i, j, k ∈ {0, 1, . . . , n}� 1�� 
�� i ≤ j 
���' S(i, j) �
∑

i≤k<j

A(k)� �

���������# 
��!�� S(i, i) = 0� ^����� ������� 
 ���# ����� 
�������' �%�
%����
�� S � max

i≤j
S(i, j)� +
������� y(k) � max

i≤j≤k
S(i, j)� ]�!�� y(0) = 0#

y(n) = S �

y(k + 1) = max{ max
i≤j≤k

S(i, j), max
i≤k+1

S(i, k + 1)} =

= max{y(k), x(k + 1)},

!�� x(k) � max
i≤k

S(i, k) ���# ��� x(0) = 0 �

x(k + 1) = max{max
i≤k

S(i, k + 1), S(k + 1, k + 1)} =

= max
{

max
i≤k

(
S(i, k) +A(k)

)
, 0

}
=

= max
{(

max
i≤k

S(i, k)
)

+A(k), 0
}

=

= max{x(k) +A(k), 0}.

(�����'�� y(k) ≥ 0# �� �����

y(k + 1) = max{y(k), x(k + 1)} = max{y(k), x(k) +A(k)}.

(���
���/��# ��� ��������� ������������ %���,�� k, x, y ��
�� ���	

 �����'��� ���������� ]�������� ��!������� �����

�� k �= n �
��

���

x := max{x+A(k), 0}
y := max{y, x+A(k)}
k := k + 1

�	�� S := y



�	����
 �� ����	
����	����	 ������ ����������! �������� (Q

Q-?-?- /���
���������� �.�	�� �� ������ %�
�����

(���' �	�
����# ������	# ����# ���� � ������� ����� /�# ��� 
 
���
���� � ��"��� ]'	���!� �$ ��$�� I� a����� ��������� � ������������
������ ���!� 

���� ������
����� $���	���"��� = {−1, 0, 1} ���
���
���� ����# ��/��� ������� ������!� ��$�����# � �������	 %���,�	
+ : ���� × $���	���"��� → ���� � ���
����� �������� f�/��� ���
"��� ]'	���!� 
���/���� �������� %���,��

%�
������	 � ������	 × �	�
���� → ������	

%�
�&"��	 � ������	 × �	�
���� → �	�
����

$���	��� � ������	 × �	�
���� → $���	���"���

����� ��� ��� %���,�� ����"������ ���/��� ����$�� 
�������
��
$������� 
� ��������	 ������ 
���� ��� � �����	Y��� 
��������
���

��� 
$!���� �� ��"��� ]'	���!�J
���

�������������	 �� %�
������	��������������	�������������  

������������ �� %�
�&"��	��������������	�������������  

���� �� ���� ' $���	�����������������	�������������  

Q-?-8- B����	���� �	������� ���
���

U�����'��� ��!����� A �
������� �� �������� ��� ������ ��%��

���� Σ� +� �
���������� 
������
����'����'	 
�����,��

x1 → y1, . . . , xn → yn,

!�� ��/��� xi � ��/��� yi �
��	��� Σ���������� U�������� 
������
,�� ��!�� ���' 
������� ��� %����'���� [���������� A �
��	��� Σ�
������� 1�� ��!� ����� ��
�����' ���� "�! ��!������ A 
 ���������
Z# ��/�� ������' �����	Y��� (��
����'# �
������ ��  ��� �� ���� xi

��
����
��� ��!������ Z� Z��� ���# �� ������
��� Z��� ��# ����� ����
���'"�� ����� i � ����� 
��
�� 
 �/����� xi 
 Z� (���' ���(xi, Z) .
����' Z 
���� 
��
�� 
 �/������ xi � ����(xi, Z) . ����' Z 
���� 
���

�!� 
 �/����� xi �����# ���

Z = ���(xi, Z) ∗ xi ∗ ����(xi, Z),

!�� ∗ . �
���,�� ���������,�� �� ������ � ^������ Z �� ��
�� �������
���

���(xi, Z) ∗ yi ∗ ����(xi, Z).

Z��� i�� 
�����,�� %����'���# �� ������
���
U�����'��� ��!������ �� ���
���
���	� 
���,�
� b���� d����'�

��� 
����������� )(��,��� ��"���� � 
����������� ��������� 
������
��
�� � ������� ���
� �
������ ��Y���
���� !�����'���* _QM`� (���'



(R "���	���� ������������ +�
� C

������(x, Z) . ����
���� ����# 
��
���	Y��# 
 ���� �� x 
 Z ��� ��
���
��
��� ��!����� W����
 ������
�� ���� ���� � %���,�� ���# ����# ∗ ���
�/� ������� W� ����� 
����
��' ��� /�� �
���� ���
����� �����( 
�� 
����� ��� ��%�
���� Σ � 
���/��# ��� ���(x, Z) = ����(x, Z) = undef#
���� ������(x, Z) = ��	���

d�!�� 
����'# ��� $�
��!�������
��' �	��� ������'��� ��!�����
��� Σ� U�
�����# ������'��� ��!�����

x1 → y1, x2 → y2, x3 → y3,


 ������� ��� %����'�� 
�����,��# ��/�� ���' $�
��!�������
��
����� ����$��J

�� ������(x1, Z) �
�� Z := ���(x1, Z) ∗ y1 ∗ ����(x1, Z)
�	�� �� ������(x2, Z) �
�� Z := ���(x2, Z) ∗ y2 ∗ ����(x2, Z)
�	�� �� ������(x3, Z) �
�� Z := ���(x3, Z) ∗ y3 ∗ ����(x3, Z)

@')' ������,*<�. 	��

WR[�(��
��� R 
 ���
��� Υ ��/�� ���������
��'�� ��� ��!�����
���� 
� ����� [�������� R . 
���$
��'��� Υ����������# � ��/��� ���
������� �
������ �����'���� τR(X) = X+∆(R,X)� [���
����
����# �
�

��
��� 
 ���
��� Υ ��
�
������� ��!�� � ���'�� ��!��# ��!�� ��� 
��
��/��	� ���� � �� /� ���/���
� ����
����� ∆(X) 
� 
�����
Υ���������� X � U�
�����#

�� φ ���

�
�� R1 ��
�
������� �� φ �
�� R1

�	�� R2 �� ¬φ �
�� R2

^������# ��� 
�������� 
��
��� ����� ���!����
��# �������� 
 ������
���'"�!� φ� -�� 
��
���� ��� � ��$������� ����� ���������� 
��!����
��� 	���(��
���

	�� x = t
R(x)

�
����� �� 
������� 
����' � 
�������' ���� t ������������� ^���' x .
��
�� ��������� %���,�����'��� ���
��# ������� �� 
���������� �� 

R# �� 
 t� -�� ���� �$ 
������
 �������������!� �� ���# ��
��'$����!� 


��!�������
���� WR[� � �
��Y����� ������ WR[# �
������� 
�"�#

	�� x = t ��
�
������� R(t)
R(x)

!�� R(t) . ��$��'��� ����
�������� 
�������
�� t ��� ��/��!� 
 �/���
��� x 
 R(x)�
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������
����'��� ���
�$�,��
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����� ���������
��' ����� ��$������ ������$�,��J ����
'� � ����#
���������� � ���
����� f�� ��$��'���# 
��!����� ��!�� �����
��'��
�������� ��� 
��������� (������
����'��� WR[�
��!����� Π �
����

��� ���'�� ���� 
���������'��� "�!� -��� ��������� ����' 
��!����
����
���� 
���!��� 
�����/�
��'�� ����!� ���
�� �������,����

� 
���,�
�# ��� �� �����# 
������
����'��� ���
�$�,�� ��/�� ���'

������� 
 
�����!�� WR[� +��� "�! 
��
���

��)

R1

R2

������� �$ �
� 
������
����'�� 
��"�!�
� ������ 
��"�! ��/�� 
��
��
����' ��������� �$�������# ��������� �� 
��
�� 
��"�!�� Z��� ����
������ ���%���� �� �	��� 
��"�!�# "�! ,������ 
����
������

d�!�� 
����'# ��� 
��!����� 
 ���!�Y����� �$��� ���
���
���	�
��"�� ���� 
��������� � 
������ ��) ��/�� ���' ������� k�������
��� ��Y���
��� ���%�,���
����� �
���� �������� ��)� (������� �����
$�� ��/�� ����$��' ������� � �������� ��������� ��� �� ����!� �$���
WR[�

�����$� @'(' P	� ���
�� ��������� Π1 ������� ��������� Π2 ���
��� �� ����� �	������ ��
��" ��� τΠ2(X) = τΠ1(τΠ1(X)) �	� 	
���
Υ�����
���� X-

[�Y���
�	Y�� ������
�# ��
����	Y�� WR[# �$��!�	� ��������,��
��) �������� ��� ������� � �������� 
� �� �������� 
�������� ���'�
"�� ����' ������
 �����$��� ��Y��	 
�������'��	 ��������,�	
��!���!�		 _KQ# KK`# ������� ������ �����$�,�	 ��) ����!�����Y��� 1���
!�� 
������
����'��
������� ��������,��# ��
����� 	��# ���� �����

�
�������

@'8' ��� � ��*,���.

+�Y�� 
�
����� �
������J ��!�� �� WR[ ��������
��' �������	�
W� �,���
��� �������
��� 
��������� ��� �
��	Y���� ���
�� ���'�
���!������� � �������� � ����
����
���� _QN`�

�N��� �	���#�� ����� ��&	� 
����
����� 
�� 
��������������� ���������
�	�

	�	���! ����	�� �
	 
��>	�� ��#���	�� �	�������� ��	��� ��&	� ���� 
�	���� �
���� ���	���



(B "���	���� ������������ +�
� C

@';' 
���+$����$4� $��:���+� �5��+ ���7

(���' ∆ . ����
�������� ���/���
� ����
����� ��� ���������� X �
W� 
���!���# ��� X + ∆ = X # ��� ��� �%%��� ∆ ��

����� � 
�����
���/���
�� ����
������ S��	��� �����/����'��� ��'�������
� �����

���
���/���	� U���
��������' ��/�� 
��
���' � 
������
���' ��$�
������� �
������� 
 $�
�������� �� ���������'��
 _KQ`� U� 
�������

������ 
���
���/����# �
�������� 
�"�# 
�!����� �������
��������
Z��� 
 ���� ���' ���� �������'# ������ ������/���� ����
����������
��!�� ���' $�
��!�������
���� � �	��� ������ ����
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O(f)�

(���'Υ . ���
��' ��!������A � T . ��$����	Y�� �
������' ��� A�
� ���� ����$����'��
� ����� � ��������� �
�������� ��� ���
���� Υ#

�	c�� ��&	��	 T �� ���&	���� �������! �������� ����	��� ���	#������������
���
	�	�	�� �� �	 
��&�� ��	������ � �
�	
	�	��� j�)� #���� ������� T ���� �����
��#	�� �� ��������� A�
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��������� . ��������� ��!������ A# 
��
����������� . 
��
�����������
A 
� ����"���	 T # �"������� ��������� . �"������� ��������� A 
�
����"���	 T �

��$$� G'8' 6�����	����" ��� X,Y 1 .�
����� ��������� � Z 1
���������������- G�	� Z ��������� � X ��� T (X) � � Y ��� T (Y )" ��
T (X) = T (Y )-

��*�9��� ���+�' ��� ��� ��������� ��

���	� ��� T (X) ∩ T (Y )� S$

����!� ����
�� �
��������� 2�Q �������# ��� T (X) = T (Y )�

+
��������� 2�K �� �������
��� �!��������� �� ���/���
� T (Y )#
!�� Y �
������ 
��
������������� (������� 
� 
������� ����� 2�M#
�� ��/�� 
���
���!��' �����	Y��J ���� 
��
����������� Y ��

�����
� $������� ���������� X ��� T (X)# �� T (Y ) = T (X)�

� �"��+�� G';' G�	� .�
����� ��������� X ��������� �� ����
�
����� Y ��� T (Y )" �� T (X) = T (Y )-

��*�9��� ���+�' S$ 
����!� ����
�� �
��������� 2�K# Y �� ��/��
���' �"������� ����������� V��������� �
� ����
"� �� �������

[����� QJ Y . $������� ���������� S�
��'$��� 
����� ����
�� �
�����
����� 2�Q�

[����� KJ Y . 
��
������������ ]�!�� ��Y���
��� $������� ��������� Z
�����# ��� Y ��

����� � Z ��� T (Z)# � 
������ T (Y ) = T (Z)� [����
��
���'��# X ��

����� � Z ��� T (Z)� ]�!��# ��� � 
 ������ Q# T (X) = T (Z)�
[����
����'��# T (X) = T (Y )�
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������J

e1, e2, e3, . . . .

f�/��� ���������X ���� �������	 
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����'����' χX # !�� χX
i = 1#

���� ei 
���� 
 X # � χX
i = 0# ���� ei �� 
���� 
 X �

(���' O(X) . ��$�
�� �������� ���/���
� �������
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���������
�#
������� ������� �$ 
������
����'������ ξ � ξi = χX

i ��� 
����!� ��
���
��
� ei ����!�# ��� ��� ����� ei 
�������/�� T (X)�

��$$� G'@' 6���� ξ 1 �������� ���	�������	������" 
������ ��
������	���� ��
�
��� O(X)-  ��������� ��
����� ��������� O(ξ)"
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 ���
��� Υ# ������� �����/�� ������� ������� ��
����
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D � {φi : i = 1, 2, 3, . . .},
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!�� φi �
������ ei# ���� ξi = 1# � φi �
������ ¬ei# ���� ξi = 0�
Z��� 
����� �������� 
�����/���
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������# �� 
� ������� �

���
�������� ��� ��!��� 
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�!� 
������ D 
�
������# � 
������ ���
����� �����' X � U� ��!�� ξ ∈ O(X)# ��� 
����
������ ��"��� 
���
��
��/���	 ���������'�� ξ�

[����
����'�� ������� �������� ��
�
������� %��!���� D0 
���
���/���
� D� ]�������� O(ξ) ������� �$ 
�� 
������
����'������ ξ′

���� # ��� ξ′i = ξi ��� 
�� i � φi ∈ D0�

+������� ���/���
� O(X) � O(ξ) 
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��������
��
�� (�����'�� �������
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���������
� ���
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�����
�������� ������� ��� ������� ���/���
� (������ ������� ��������
����� {X1, . . . , Xk} ��������� ���� # ���

{χX : X . ���������} ⊆ O(X1) ∪ · · · ∪O(Xk).
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� T = T (X1) ∪ · · · ∪ T (Xk) �
������ �
�������� ��!�# ���
A �����'���� � ����� ����# 
���' ��������� Y � Z ��

���	� ��� T �
[�Y���
��� i ∈ {1, . . . , k} �����# ��� Y ∈ O(Xi)# ��� ��� Y ��

�����
� Xi ��� T (Xi)� S$ ������
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(���' A . �������������'��� ��!����� � �������������'��� �
��
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��' A� f�� � 
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����� � ��������� �
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�����������# ��� 
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���/���	#
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 ����$����'��
� ������
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����'��# ������� ��$�
�� �������� ���/���
� O(f)# ������� �����/��
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