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DE AEQUATIONUM DIFFERENTIALIUM SYSTEMATE NON
NORMALI AD. FORMAM NORMALEM REVOCANDO*)
+ (Ex 1L C 63 Jacobl manuscnptxs posthinmis in. medium protuht A Olebsch)

‘In commentatione mea ,Theoria novi ‘Mult_;ip_licatoris ‘ etc.“_*")-Mqltip_lica.-_ '

torem determinavi aequationum differentialium dsoperimetricarum, i. e. ad pro- -

blemata. illa i 1sopemmetrlca. pertinentium, .in quibus variatio dati integralis, varia-
‘bilem -unam mdependentem, ceteras dependentes continentis, ad nihilum redi-
gitur. - -Quam determinationem  multo 'maioribus difficultatibus obnoxiam esse
exposui, si varidbilium dependentmm dlﬁ'erentmha altissima datum integrale affi-
cientia  non_eiusdern’ ordinis sint. Ko enim casu aequatxonum differentialiom
 isoperimetricarum systema non ea gaudet forma, ut’ singularum variabilium de-
pendentmm differentialia altissima pro incognitis haberi possint, quarum valores
_-ipsis aequatmmbus differentialibus determinentar. Ad quam formam casu, quem
innui, aequationes differentiales isoperimetricae -post - certas tantum differentia-
. tiones et eliminationes revocantur, id quod Multnphcatorxs valorem mdagand1 o
negotium intricatum reddit. -
Operae pretium duxi, totam materiem de a,equa.monum differentialium
systemate non normali ad formam normalem revocando accurate tractare. In
- qua disquisitione ad propositiones quasdam generales perveni,  quae theoriae

aequationum differentialium vulganum lacunam quandam implere videntur, qua-

rum summam hic brev1ter indicabo.

*) Alig Ill. Jacobi. commentatio posthuma de eadem q_uaéstione, demonstrationes regularam hic
enuntiatarum continens, invenitur in Diarii mathematici vol. LXIV p. 297 (cf. h. vol. p. 191).
*) §§. 30—38 commentationis citatae, Diarii Crell vol-XXIX sive h. ed. vol. [V p. 495 sqq.
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§1

B Systematls m aequatmnum differontialium ordo et brevissima in formam normalem reductlo

doterminantur per solutlonem problematw datum md quantltatum -8chemsa’ quadratlcum per‘. .

.'numeros minimos :/i;" & ...y bu singulis’ homzontahbus -addendos ita transforma.ndl ut m
maximorum transversalium systemate praedltum ovadat. ~Solutio -exemplo illustratur.

Variabilem . mdependentem vocemus ¢, elus functiones sive variabiles pro
dependentlbus habltas Ty, xg, ey :v,,,, mter quas vamabxles propomtae smt

m aequahones dxﬁerentw,les

=0, u, =0, . , %:= 0"." .

Sxt G ordo altlSSlml, quod in- aequutlone U = 0 obvenit, differentialis varia- -

bilis @,, dico:

1) ordinem systematls aequatxonum dlﬂ'erentnahum propomtarum sive nu-
- merum Constantmm arbltra.ma.rum, quem earum integratio completa -

posclt aequa.rl maa:zmo inter omnes va,lores, quos aggregatum ‘
,+a,",+ +a, )

‘h ™

mdua,t si pro mdxcxbus zl, Tgs <oy Tmy qulbuscunque modxs ﬁem pobest
,sumantur m leeI‘Sl ex mdwlbus 1, 2 o m.

Tlud magimum sive systemams ordinem. demgnabo per O; éequabxtur 0 summae :

ordinum differentialium smgu]arum variabilinm altissimorum, quae obveniunt in

systemate normali, ed quod propositum revocari potest. Ipse numerus O supera-

bitur summa respectu systematis proposltl aeque- formata.
Varige exstant formae norma,les semperque certe duae, ad quas idem
systema proposxtum reduci potest quae reductiones non efﬁcxuntur nisi auxxllo

diversarum dxﬂ'erentxamonum et ehmmatlonum Qua in re haec est propomtxo oo

fundamentalis: - -
2) inter diversos modos aequa.tlones dlﬁ'erentla.les proposxtas dxﬁ‘erentnandl,

ut nascantur aequatxones auxxha.res, qua.rum admmento per solas eh— _

minationes systema proposntum ad aliud normale reducl possit, umcum
_exstare modum, qui  paucissimas dlﬁ'erentm.mones poscat, nam in alio

«quolibet modo aequationum differentialium propositarun aliquot vel

'~ omnes pluribus vicibus iteratis quam in illo differentiandas esse, neque
in ullo alio modo fieri posse, ut aequationum differentialium proposi-
tarum una paucioribus vicibus differentietur. :

w
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Modum illum expedltxssxmum msxgmamus Tomine In'evwszmae reductwmw,"
'm qua brevmslma. reductione semper erunt aequatlonum dlﬁ'erentlahum propo-
'~51tarum una pluresve, quae omnino non- dlﬂ'erentmntur, sive quae nullas_diffe-
--:rentlatxombus ex iis derivatas ad aequattonum auxﬂw,rlum systema contmbuunt

~ Unde si ponimus, in reductione brevissima ad aequationes auxiliares formanda.s
aequat,mnem U= 0 esse” 1 vunbns 1terat|s dlﬁ'erentla,ndam, e numeris xntegms
~‘hon negaths ' e ‘

. Dy e

1)

" semper umis "plu’re'sv‘e “nullitati’ ae‘qdantm' "~ Ad eos” numeros ll, lz, wooy b in=c

vestigandos, & quorum mventxone reductlo brevnsmma, tota pendet solvendum
est hoc prohlema.. o ’ ' :

Problema.. .

Datls m quantxtatlbus a‘,, qmbuscunque, in qutbus et.s et x va,lores
1,2, ..., m induere debent, investigare m quantitates minimas positivas seu

evanescentes & &, ..., [,-ita compa.ra.tas ut posﬂ:o a,,+l = p,,,, inter m*

.(Iuantxtates Pie ehgere hceat m quantitates - e
| p‘"" p,”,,‘., Pr,,..m I R

in’ semebus dwersrs cum homzontahbus tum vertwahbus posxtas, quarum una-

quaeque “inter -eiusdem verticalis qua.ntlta,tes maxnmum va.!orem tueatur- seu

certe nulla alia quantxtate emsdem vertlca]ls mlnor mt “

R o

Solutlo

Solutxoms problematls proposm momenta. praecxpua brevxtev innuam.
Dlsponamus quantitates @, in-schema quadraticum

A1 By e By
@ o G G
% @ a. .

. 2+ Boime .

S qua. eius quadrati - series: horizontalis reprehendltur, euius. terminus
nu]lus inter omnes eiusdem verticalis est maximus (quo nomine hic semper etiam
comprehendo - terminos nullo: reliquorum- minores), eius seriel horizontalis ter-
minis  omnibus ea,ndem quantitatem addo posxtwam eamque minimam, pro qua

| unus eius mlmmus max1mo elusdem verticalis aequetur.
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pew

: -m hoc.
_ ) .”:Cw '_b,x;m'_' = .
- (B) 5 bﬂ,l’ ba,?" . . ‘._, b,'m.,' . .. - S
b

m,l’ bm,?’ LR bm.m’

_' quadratx (B) nulla exstabit series horizontalis, in qua non insit termmus inter

omnes eiusdem verticalis ‘maximus. 'Ad elusmodl (quadratum’ sequentes deno-:-'

-mmatlones refero, quae bene " tenendae sunt

bystema. mazsmorum transversalmm voco systema, quantlta.tum b, s qua.e :

cum in seriebus horizontalibus diversis tum in seriebus verticalibus diversis
posxtae sunt, quaram unaquaeque mter omnes quantxtates in eadem verticali
posxtas mazima est. - :

_ “Sumo - in:quadrato. (B)_ maxlmum numerun maximorum transversahum,
et, ub1 pluribus modis idem numerus maxlmus maximorum transversalium. pro-

dit, unum eorum systema ex arbltno elxgo, eiusque-. terminos asteriscrs noto.
Quorum ‘maximorum transversahum maximus numerus esse potest aut-2") aut

3 etc.- aut m; si eorum numerus est m, problema proposﬂ:um solutum est. ~ Si

iste- numerus ipso. m minor ést, id ago, ut serierum horlzontalmm quasdam
‘numeris minimis tahbus augeam, ut in novo quadrato provemente numerus maxi-

“morum. transversalium auctus inveniatur.  Quo negotio repetito, tandem per-
veniatur ad quadratumn necesse est, in quo maximorum transversalium numerus ’

- “est m, quo reperto problematis solutio inventa est. Dico autem, augert seriem
horizontalem, si eius términis omnibus eadem quantitas pbisitivé, additur.
Series houzontales et verticales, ad quas maximorum transversalium

systema electum pertmet voco series H et V reliquas series horizontales et

verticales voco series H' et V'. Terminos in uns verticalium V' maximos et
‘ipsos asterisois. noto. Terminos asteriscis notatos: voco mazima stellata. .
Ponamus, in serie hofizontali &, ésse maximum stellatum eique in eadem

verticali aequari terminum in serie horizontali . h, positum; in serie horizontali -

- %) Adhibits praoparatione, qua ‘schema quadraticum (4) in schema (B) mutatum est, fit, ut 2 sit B
minimus valor buius numeri, qui valor tum occurrit, si omnis mazina in una eademque serie horizontali -

“iacent ‘atque. insuper in una verticali- termini ‘omnes inter se aequales sunt. Vid. Diarium mathem.
vol. LXIV, p. 312 sive h. vol. p. 208. -

Posl; praepara.txonem mdlcatam 8 mutatur quadmtum proposu'.um (A)-. R
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'la, esse maximum. stellatum eique in eadem ‘verticali - aequan termmum in’ hon-'

zontali hs positum etc.; si ea ratione ad- seriem- honzontalem k, pervemtur, ubx

'+ h, unam serierum’ Fyy hsy iy 'k, desmnat dicam, a serie h, ad seriem h, trans- -

stum- dari.. Si ‘dicitur, -a°serie hI ad. seriem k transitum: da,m, lpsa ‘series B
omnesque mtermedla.e h,, k,, Ceny hoy . ad serxes H pertmebunt series k sive
" ad series H sive ad series H' pertinere potest. Si a nulla serie honzonta.h in
qua. duo p]urave maxims stellata’ insunt; transitus datur ad allquam serie-
vam H', et si nullus. exstat serierum H' terminus in ahqua. serierum V' maxi-
~ mus, id certo criterio est maxxmorum transversahum numerum mazimum elec-
tum - fuisse. ' o ' :

‘ His praemtssxs, series honzontales omnes in tres: clasees dlstmbuo.
Ad classem: primam serierum ‘horizontalium refero eas series, in
. quibus inveniuntur duo plm'ave maxima - stellata, neque minus series

horlzontales omnes, ad quas ab dhs seriebus transitus datur quaram '

serierum primae classis nulla ad series H' pertinebit.
Ad classem secundam serierum homzontahum refero eas serierum
" H ad classem primam non pertinentes, a qmbus a_.d_ahqua,m serierum
H' transitus non datur. . :
Ad classem temam serierum homzontahum refero omnes series
H’ easque seriéram A, a quibus ad series H' transitus datur.

Hac serierum -horizontalium distributione facta, series ad tertiam classemn -

peitinentes omnes eadem quantitate augeo -eaque minima, qua addita fit, ut
" earum serierum terminorum unus aequalis evadat alicui eiusdem verticalis maximo

stellato primae aut secundae classis. Si illud maximum stellatam pertinet ad -
seriem horizontalem classis secundae, haec in novo quadrato proveniente trans- -

migrat ad classem tertism, neque alia in serierum horizontalium distributione
fit mutatio. Quo casu operatio iteranda est; nova serie e secunda classe in
tertiam recepta, quae eo usque repebenda. est, dum  serierum tertiae classis ter-
minus aliquis alicai maximo stellato seriei primee, classis aequalis evadst. 1d

quod nisi antea certe tum necessario evemet, cum semes secundaé classis omnes’
‘ad classem tertiam transmigraverint. Simulatque autem evenit, . adepti sumus.

quadratum, in quo numerus maior maximorum transversalium quam ‘in quadrato
(B) invenitur. - Tum nova maximorum stellatorum dispositione novaque serierum

horizontalium distributione in tres classes facta, per eaidam. methodum novum .
quadratum formandum est, in quo rarsus maximorum transversalium numerus’

V. ‘ _ S L ' 62
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,"_aucms mvemtur, 1dque 6o usque contmuandum est dum pewematur ad qua-' R

“dratum, in quo m mamma, ‘transversalia habentnr. Qua,dramum sic mventum:

“derivatum: erit - e proposxto (A) ‘addendo seriebus honzonta,hbus quam minimas -

'-quanmtates positivas, quae ipsae erunt quantxtates quaesxtae T SN A
“Propter- regulae- complicationem unum saltem apponere exemplum mvat-
quod sequentibus schematis continetur: : : :

_({1) o e
wlely|ole]e]alo]o]s
s 1] 578 ‘;91 10 [34] 5] 99
s %5 o2 | 2| 4|62 81| 9|25 4|08
el 1] 7 lw6]e| 7|m|12| 8|7
: e |ufsslen| 4 8| rjief 1] afe

o | 9f2t 28 |18)27| 3| 6| 9[12]15

s 4161818 121928 21 | 14 81

5
g {os(4813]16 (83| 10}91| 3| 7i3

nloml 7(1lsni] 8] |on|2s|e

—_— - -

i o5 {1z |18 ev )82 18)os |28 1a]es

& 1619838012584 | 1018716 )19 42

, Quadratum (A4) est ipsdm propositum, in cuits seriebus verticalibus sicuti
. in quadratorum derivatorum terminos maximos lineola ‘subnotavi. Series hori-
zontales elementis @, &, ..., k demgnavx Quarum b, ¢, e, fr 4y k& omnino nullos
‘terminos subnotatos continent. Seriei & terminos ab ea,rundem vemcahum
terminis subnotatis. detrahendo. eruuntur differentiae o

: .2 21, b9, 83, 21, 10, 82, 11, 19, 11,
-qua.rum 2 est minima, unde seriem b quantitate 2 augeo. . Seriei ¢ termini ab
earundem verticalium terminis subnotatis differunt qua.ntltatlbus S

: 13, 52, b4, 21, 62, 84, T8, 92, 20, 22,
quarum cum 13 minima sit, seriem ¢ quantxtate 13 -angeo. - Simili ratione series

e fik respectwe quantitatibus 11, 9, 2, 4 a.ugendo quadratum (B) deduco, L

cujus orwmem designo. per symbolum:
(B) (a, b-+2, c+13 d, e+11, f+9, ¢, h, i+2, k+4)
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B

vivivlv|elw|v|r|v|vy

“1]a f1a]os]| o] 58 o[ 10]aer] sleer

o

| f2re|sa| 4| 6|6s |88 1|5 6] %0

S Hr| e [27)14 (20 (2934120262 |16]9%

1)@ |1 fsselere| af 8] t]1e| 1| afor

mr| e {202 34(29|38|14}17 20|28 26

Ty {18125 27 22| 14 | 21| 32 | 8028 %0

1| g.|25(48)13) 16|83*[10|91°| 8| 7|18

cm| afer| Tfan (sl el sl foe|os)ee

m i fon]1e] 20| 29|34 ]2 |2 | 251690

mr| & {2082 |sa|20 88|14 1727246

IRBCCECECERES

In quadrato (B) sex néc plura, asmgnam possunt maxima tra.nsversaha,
series verticales, in quibus posita sunt, supraseripta ¥, reliquas suprascripta V',

ipsa maxima asteriscis noto.. Si in aliqua verticalium ¥ terminus subnotatus .

reperitur, eundem asterisco noto. Seriebus horizontalibus g, d, g, in quibus bina
plurave maxima stellata reperluntur, classis I numerum praefigo. In septem -
verticalibus, ad quas maxima illa pertinent, nullus slius terminus subnotatus
reperitur, unde a seriebus «, d, ¢ ad aliam -seriem transitus non datur, ideoque
solae a d, g primam classem constituunt. Series ¢, f, ¢, k, quippe in quibus
“omnino nullus reperitur terminus stellatus, ad classem III pertinent. - Porro ad
geries f et k-ab e, ad series ¢ et 7 a b transitus-datur, unde etiam series & et
e ad tertiam classem pertinent. Scilicet ex definitione supra ‘stabilita colligitur,
ad .seriem ‘horizontalem s ab alia s, transitum dari, si in s sit terminus.sub--
notatus non stellatus  atque in eadem vertlcalx termrinus- stellatus ad’ seriem
" horizontalem s, pertmens. Cum series a, d, ¢ ad prlmam, series b, ¢, ¢, f,

%, k ad tertiam classem pertmeant restat series h, quae. secandam classem con- .
_ stituit. Jam in unaquaque serie verticali, in qua maximum stellatum inest ad

seriem primae aut secundae classis pertmens, sumatur terminus serierum tertiae
classis proxtme minor, atque infra seriem verticalem notetur utriusque termini
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'dnﬁ'erentxa Quarum dlﬁ‘erentnarum

63—34 =19, 61—34 =21, 31-29=8, 83«-64—-19, o
-8 = s,. 913209, B4=B0=14, 99—-90=9

’ sumatur minima, 4' series tel'tlae classxs omnes quantltate 4 augendo deducitur

proxunum quadmtum (€).. Quod quadratum per symbolum '

A (C) (a, 5+86, ¢+17, d, e+15 f+13 g, k, e+6 k+8)

o denotam potest N _ A
_ - : (C) :

| vlv|vlv|w|r|v|r|rv]|7

1] e Jrafos| v| 5|8 ol 10]|84] 5|90

| sl s 0 fes s[5 29|10 04

I [ o |8 |18 |24 (3838 2430 2004

Il d- 11_@‘.(11_? 418 1|12(1] 491

U e 241363883 42| 18|21 |24 2_7‘ 30 -

Com| s | st fes| 18] 86 e

1l g fos|ds|1s |16 |s3 10 f91°] 8| 7)18

| & j21{ 7|17 [87*| 78 8|11]2]23| 22

tr| ¢ §81]18|24|388|38 |23 2920|094

HE| & {24 |3 | 98|53 |42 18|21 | 2427|050

1523 4|15 4|6l 5

"o

_ : In quadrato (C) vxdemus, septem maxima tra.nsversaha reperm, novum-
que in serie f accessisse terminum stellatum, ipsa f ad. classem secundam
a tertia transit. Subscribo quantltates, _quibus in qua,drato ©) termini stellati
*‘serierum primae et secundae classis terminos prozime minores ad. tertiam
classem et eandem verticalem pertmentes superant.’ ‘Quarum qua.ntxtatum -cum
minima sit 4, series c]assxs 1T omnes eodem ‘numero- 4 augendo formo qua-’

 dratum » '
(D) (a;04+10,¢~+21,d,e+19, f+13,-g, k, i4-10, k+12),

in quo iam octo maxima transversalia insunt.
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_ .- D‘i's;‘)ositiob asteriscornm secundum ;egulas traditas in novo quadrato (D)
" paulo mutari debet; quo ‘facto series a, b, h inveniuntur e classe I, III, II ad
classem II, T, TII transmigrasse. Termini stellati classis 1 et II terminos
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: fcla.ssxs III atque ea.rundem vertwalxum proxzme minores supera,nt ‘numeris. 13
19, 10, 63, 57, 1, 15 quorum mlmmo 1 omnes- classxs III semes augendo de-‘

: -"duco qua,dratum ’

(E) - (a, b+10 q+22 d e+20 f+13, g, h+l z-{-—ll k+l3),

in quo idem est ma,x1morum transversahum numerus.
Quadrati (E) habitus a quadrati (D) habitu -non dlffert, nisi quod simul

tres’ classxs 1L series: @, b, f ad classem IIT transicrunt. . Scilicet f et o ad
classem III transeunt,- qum. earum -terminis stellatis 34 et- 99 a.equales evadunt
" gerieram ¢ et ¢ termini in fisdem vertioalibus positi; deinde & et ipea ad classem

I transit, cum eius termino ‘stellato 91 aequalis eva,dat terminus eiusdem ver-

ticalis in serie @, quae iam ad classem H transmlgmvxt ‘De quadrato (E) per
-regulas traditas deducitur quadratum . - - - . :

(R (a+9 b+19, ¢-+81, d, e+29 f+22 y, h+10 7+20 lc+22),

-~ in. quo nove'm maxxma. transversaha msunt

: I
' viv|v|viv|viviv vV
HE) oo |98 |82) 10| 14182100119 |48 | 14 {108

mr e Jaa51] 91|93 81 J100¢) 98 | 22 |98 | 107

TUNI| e [45%(B288) 4752|3844 |43 | %[108

| e |88 |50 |52 47 (56|82 (35|38 4] a4

I 712 | 8840 | 35|27 |34 45 |48%7 36 | 103 . ‘

Car| g | |48|18|16(83 |10|91°| 3] 7|13

x| & {3n |17 91| arfsse| 18|21 |84 | s8] 32

S| ¢ [ 4513238 (47|52 3844 |48 341108

ur | % |38 | 50|52 47 (56|82 |85 |88/4t| ez C ey
2| 9 1] les

E quadrato (I') deducitur quadratufxi - _
(@) (a+10, b-+20, c+32, d, e+30, f-+23, g, h-+-10, i+21, £+23), . ..

in quo et ipso novem maxima transversalia insunt; e (G) tandem provenit qua-
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,dra,tum qua.esxtum PR B

[¢:)) (a+11 b4-21, cJ-33 d, e+31 f+24 g, lz,+-11 ¢+22 k+24),

in quo decem maxima. tmnsversa,ha deprehenduntur, qm est 1pse serxerum horx~

zontahum a.ut vertxcalmm numerus R -
@

viv|v|v|v|v|v|r|v|r

nin | afoa e8] 15:] 88 | 101] 20| a4 | 15 |r09*

L HL{ 5|46 | 62 22| 24+ 82-|101°| 29 | 48| 24 108 .

43
| ¢ fsoe|a |20 {48 |68 |80 |45 |4 my100

Crfafuseler]| 4] 8| 1]ief 1] afn

s
1| o |39 |51 |58 |48 |67 (38 |36|59 42|45

| f | 2v| 9|41 85 | 28| 35 |46 (44|37 104
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Quadratx (H) ) repra,esentatlo symbohca docet ‘esse”
' 112133051240112224

_mlmmos numeros quadratl proposm (A) serlebus addendos, ut allud nascatur, _
"' quadratum, in quo  termini in diversis seriebus. verticalibus  maximi omnes ad
- diversas series horizontales pertineant, neque ullum eiusmodi quadtatum ex (4)

deduci posse vel uni_serierum. hornzontalmm numerum minorem addendo quam -
*&ssngxmtum. BN TR
. Si .numerus. qua.ntltatum e qmbus qua.drata. conﬂantur, permagnus est,
" non dlfﬁcﬂe erit artificia comminisci, quibus numeros: scribendi taedium evitetur, -
quippe ‘¢ quorum -magna mole pauct tantum ad unumquodque novum qua- o
dratum formandum- poscantur

. § 2. S .
Regula expomtur ad inveniendos numeros minimos U, b, ..., &, dato quocunque
eomm numerorum systemate, aunt datis tantum schematis quadratioi terminis, qui post -
‘ numerorum %y, b, ..., in additionem m maxima transversaha. praebent
s Exemplum regulae adiicitur.

* Sint rursus l qua.ntltates posmvae seu’ evanescentes posntoque
. a,z-l—l-__p"x, L
quadratum
Py Py - - Pra
pé;l’ P?,?’ e e : p?,m’
pml’ pm,?’ e Pun

ita (,omparatum sit, ut termini in diversis eius seriebus verticahbus maximi
omnes ad diversss quoque series horizontales. pertineant,. sive ut in eo unum
plurave maximorum transversalium - systemata completa™) ~assignari possint.
‘Quorum unum quodcunque dsteriscis distinguendo, reliqua vero singularum verti-
caliom maxima iis aequalia lmeohs subnotando, habetur hoc criterium certum,

. ‘) sxgnomm 81, .S, etc m mbuln quadrah (H) adhxbltorum expllcatw in sequentx paragrapho .
praestabxtur .
**) i. o, ex m terminis composita.



-'v'--quo cognoscx potest sitne elusmodl quadratum e’ dato (A), quod qua,ntltatlbus

. formatur, per minsmas quantlta.tes positivas seu évanescentes I, seriebus

horlzonta.hbus addltas derivatum. Sumantur enim series horizontales, pro

.. quibus ], == 0 séu_ quae. omnino eaedem sant atque in qua.drato ‘proposito (4).
Quas ‘series, quarum certe una exstare debet; per 8, demgnabo. In seriebus ‘S,

. sumantur termini subnotati a.tque in' horum verticalibus termini ste]latx, quorum

series- horxzontales, ‘quae non_iam forte-ad ipsas S, pertinent,’ demgno per S, :

Rursus in seriebus vertlca.hbus, ad qua,s serierum S, ‘termini subnotati pertinent,

| sumantar termini- stellatx, quorum series horizontales et aS et a S, dwersa,s per.

S, denoto.- 8i ea rationé pergendo series horizontales- omnes exhauriuntur;” qua-
dratum e quantitatebus P, formatum -de quadrato. proposito, e quantitatibus -,
. Jormato, per minimas quantitates posztwas sew evanescentes Iy seriebus eius. hori-

- gontalibus - addztas deductum est.” Ita in. exemplo ‘nostro. omnes series horizon-

tales a.d systema,ta, S,, S etc ‘successive inventa sequent1 modo referuntur~

e

s.|s, 5 S!Ss 's;
d | & alf
ok
B

'_Unde certo concludl potest, in exemplo nostro ad eruendam problematls pro-'

positi._solutionem quantlta.tes serlebus horlzontahbus addendas quam mmlmas
adhibitas esse. :

Tisdem principiis, quibus erutum est cntermm, sitne problema. modo, -

s1mphclsmmo sive per quantltates quam minimas “solutam, - etiam- nititur
methodus, qua solutno mmphclssxma de solutmne qua.cunque deducl potest.

Statuendo
a'n‘ x+b’ ql x?

ubi quantitates A, sint posmvae aut evanescentes, forma.toque quadrato e quan-

titatibus ¢;, ad' instar quadrati (A) e quantltatlbus a;, formati, pona.mus, in se-

‘riebus eius vertl(,a.hbus diversis  assignari posse maxima, quae omnia in diversis

quoque seriebus horizontalibus posita sint. ' Eiusmodi maximorum transversaliom

‘systema completum quodeunque. asteriscis noto. Quantitatum k; minima, ‘quam

k vocabo, de omnibus % detracta, prodit quadra.tum, cuius series horizontales -

una pluresve 1mmutatae, i e. eaedem sunt atque in quadrato (4), quas series
v, R , : : ‘ 63 '
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brursus per .S, denoto.. Demde termmls praeter 1psos stellatos in suis ver- -
ticalibus riaximig lineola Subuotatls, lece suprd - exposita de semebus 8, sue-

" “cessive serierum: homzontahum systemata deducantur S,, Sy, ..., S,. meus‘ »

si omties series’ horlzontales amplectimur, - solutlo sunphclsmma, ‘inventa est; sin ..

attem rehnquuntur semes homzontales, in qulbus nullus datur terminus stellatus,
qui-cum a.hquo termino subnotato serierum S,, S,, ..., S, in.eadem verticali

positus sit, de omnibus . illis: seriebus_horizontalibus. detraho eandem: quantitatem -

minimam A" ta,lem, ut. aut earum termmus ahquxs stel]atus termmo alicui eiusdem

vertxca,lls ad unam serierum. §,, Say e er-Sy pertmentl aequahs evadat aut earum -

una in seriem quadrati (4) correspondentem redeat.. Quare serierum horizonta-
lium ‘ad complexus Siy8s5 ey S, pertinentium. numerus maior factus erit quam

in quadrato ‘e quantitatibus ¢ix— h formato. Eadem procedendi ratione, si opus =~
est contmuata paucmres paucloresque series . horizontales rehnquentur e -com-
p]ex1bus S8y ol S, exclusae, donec pervema.tur ad quadiatum, in- quo

serierum S,;; S,, ..., S, systemata omnes series horizontales amplectuntur.
Si quautltambus quibuscunque Ay, by, .. ., h, ad series quadrati (4) hori-

. zontales -additis dqducltur quadratum m  maximis transversuhbus gaudens,

. summa terminorum, qui eadem loea in quadrato (4) atque illa maxima trans-
'_versaha in quadrato derivato. occupant, inter- omnia quadrati (4) aggregata

~ m terminorum transversa]xum valore maxxmo rra,udet Unde problema maequaa _

htatum,

dati quadra.tl (4) e m2 terminis formatt invenire m terminos transver '

sales summa mazsma gaudentes, _
tot habebit solutiones, quot in_quadrato derivato assignari. possunt maximorum
transversaliom systemata. Quae systemata omnia inveniuntur, si quadrati deri-
vati’ terminos tantum conservamus in suis vert\ca,hbus maximos, reliquos omnes

 nullitati aequiparamus, deinde eorum terminorum formamus Determinans. Quippe.

cuius Determinantis termini singuli singulas. problematis solutiones suppeditant.
Vice versa demonstrari potest, unamquamque problematis maequahtatum ante-

cedentis solutxonem suppedxtare quadratx denva.tn systema maxxmorum traus- '

~versalium. : ‘ : IR .
In exemp]o nostro e quadrati (H) termmxs subnotatls formandum erit
Determmans. reliquis  quadrati (H). terminis nullitati a,eqmpa.ratls. Quod Deter-

~ minans successive revocari potest ad Deterxmnantla, sim hclora tm-mata € quan-.
! q

txtatxb us quadratorum

™~

s e

w
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~ Desxgnemus enim_ quadratl telmmos per semerum homzontalmm et vertlcahum,
ad quas pertinent,, indicationem, quarum illas elementis 4,b, ¢ etc., has ele-
mentis @, B, y etc. notavi. In quadrato (H) termini (d, ¥), (g,%) sunt in suis
“verticalibus unici subnotati, termini (f, #), (9,%); (h, §) in’ suis seriebus horizon-
talibus unici subnotati. Unde Determmantxs formandi termxm omnes habere
- debent factorem communen '

(1) €5 DE D),

Quo factore reiecto, remanet Determinans e quantitatibus quadrati (), quod

seriebus horizontalibus d, £, g, &, verticalibus y, s, %, 9 reiectis e quadrato .
(H) nascitur. In' eo quadrato terminus- (4, ) in-sua verticali unicus est non
evanescens, quo et ipso ut factore communi separato, quaerendmn manet
_‘Determmans qua,ntxtatum quadrati (II). 'In quo quadrato rursus termino (g, £),

~in sua verticali unico; ut factore communi separato, formandum - manet quan-
~ titatum (III ) Determ1nans - :

= )e, a)(k ¢)(z, )— G, o)k, a)(e, 4)(0, P)
+(e, ) (e, )G, #)-+(e)e k) )
_ = — (e, @), %) —Giy &)(e, )} (e )k O—(h, 8)¢e, ).
'Qm')d cum quatuor terminis constet,. in éuadr&ta pr;oposito V(A) @atudr haben-”

tur systemata maximorum transversalinm summs maxima gaudentium, videlicet
. . 63*
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@, B, Dy e)+<a, D+ 11)+(ﬁ DI
D) (e a)—{—(e, H+G, )+G, % o
et 9) (4 @)k 6 DHGar)
L aut 3). G, @Gk Do 9, %)
aut 4) @, a)+(e «3)-{—(1: O+, x).
: Qul m exemplo nostlo numems expressn sunt

32+61 +73+91+91+21 = 369:

C e thD) 4418419488 =139 .
Cat®) 14+25+12+88 =189
- aut 8) 26-+25-+124-T7 - '='139‘7 ' B RS

': aut 4) 26+ 18419417

Il

139,

unde termmorum txansversallum aggregatum maximum’ ﬁt 508 :
- Viee versa; si undecunque covnoscuntur quadratl proposm (A) termini
_transversales summa maxima gaudentes, sequentl ratione e quadrato. proposmo

(4) per quantitates minimas seriebus horizontalibus. addendas -derivatur qua-.

-dratum, in’quo -diversarum- vertlcalmm maxima omnia in dwersm quoque serie-
bus’ horlzontahbul iacent. ’

Datos scilicet temnnos tlansversales summa, maxxma gaudentes asterxsclsv
" noto, et sericbus horizontalibus tales quantitates addo, ut termini earum stellati

maximis in ipsorum seriebus verticalibus aequentur. Unamqamque seriem auctam
 reliquis seriebus subscribo eamque in reliquarum serierum et antecedentium et
sequentium examine adhibeo. Qua'in re series Horizontales elementis a, b etc.
denotatas nsdem elementis post augmenta capta designo, atque terminis stellatis
post augmenta capta asteriscos conservo. Procedendi rationem. _exemplo nostro

sequens schema dlustrablt Dat1 suppona,ntur termlm transversales sumnma maxima -

gaudentes :

(CA 2_,‘), (b B),. (e a)» (d 7), (e) ), (f ’. “’), (9, 7])) ('I’ &) (’1 7‘)’ (L ‘)
‘ 91 , 32 1_4 . 61 _ _18 - 21 _91'_ ‘13 8 .‘19. '
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Tl e |ales] 1] sl lorio]s) 5w

@l b oslaw| 2| afez|ei] 9fes alss

@l e [ 1l e || 72| Bl

@yl afuleser| 4 8| 12| 1| 4]0

IR & 91| 28| 180 274 8| 6| 91|15

“©l £ | 46| 8| 18] 5| 12|23 oe 14|80

| g || as 18] 16] 83} 10{010) 3) 7]18

@4 2| 7| s (me| 8 |1nfoalosfe

T@| i |12 i8] 2n | 22|18 || 9s{1e (s

(o]« [16]2 50| 25 | 8| 10| 13| 6|19 22

)] o a8 |ose| 28] 25.] 88102 30 | 44 | 25 |10y .

. S U] afesiseie] e 84, {102%| 21 | 45 | 16 {110

(18)] o |46+| 33 | 99| 48 | 53 | 89 | 45| 44 |85 |10

Tl e 18951 | satase| 57|33 |86 30 |a2les

‘an)| s | 28|40 | 42| 37 29| 36 | 47 45°| 881105

a6)| & {38|18| 98|48 |84} 19 2235|3433

an| i 47|30 40| 49 | 50|40 46| 45736 |110*

a8)| ¢ 47|34 | 20| 49 | 54 | 40 | 46 | 45 | 36 110

9| e 40| 5o | sa|ase| s8] 34 87|40 43)a6"

@0 | & | 40|52 | 54| 49| 58| 34| 87|40 |48*| 66

_ Tn verticali { terminus stellatus ipse est maximus, unde ab initio certe
series horlzontahs @ non mutatur; in verticali .# est mammus 53,. unde hon-
-zontahs b numero. 21 augenda. auctaque subscrlbenda est, quo linea [¢h)) for-

matur. - Tam ad primum- terminum regressi, -in -serie { invenimus maximum102,

unde @ numero 11 augenda est, quod lineam (12) suppeditat. Ad terminum
(c, @) progredlentes, in e invenimus maximum 46 in linea (11) positum, unde ¢

‘numero 32 augends est, quod lineam (13) suppedltat " Fadem ratione series’

* d et g immutatas relinquo, series ¢, f, h, ¢ numeris 30, 24, 11, 22 augeo,
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: quod lmeas (14), (15), (16), (17) suppedlta.t Iam cum -in lmea (17) mvenmtur _

. verticalis & terminus:47; ‘einsdem ‘Verticalis termino stella,to 46 in linea (18)

- - posito maior, lineae (18) addo 1; unde linea (18) formatar. - I (17) et (18) est - |

verticalis & ‘terminas 49 einsdem. vertlcahs termino stellato . in (14) posito maior; -

o unde lineam (14) et 1psam unitate a.ugeo, quod lineamn (19) suppedxta.t Demque.

ad terminum (, 2) = 19 procedo, et. cum verticalis ¢ sit maximum 43 in (19)
positum, seriei % addendo 24, formo lineam (20) Quo facto am negotmm'
‘ transactum erlt. Inventae enim sunt sernes ' :

S .la’."‘ b’,-'b‘ -_c;' d’ ‘e_, b - B SUECY
‘ ;lineaé‘(‘12), an, (18),- ), _'(’19), (15), " (D), '(16), (A7), (20).
formantes, qu&rum stellan termini in ipsorum vertlca,hbus maximi sunt, quod -
requirebatur. Quas senes v1demus constituere quadratum (I-I ) supra alia methodo:: .
mventum, : : : e : : :
: Antecedentmm ope novam nancmcxmur solutlonem problema.txs supm pro-

positi, si innotuerint quantitates m quaecunque, quae seriebus quadra.tl (4) hori-
- zontalibus additae hoc. quedratam ‘in aliud transforment, cuiug termini in’ di-

versis verticalibus maximi omnes ad dlversas sevies- honzontales pertineant, in-
- venire illarum m quantxta,tum valores minimos. posxtwos seu evanescentes, Nam
~cum secundum supposmonem factam a,hquod innotescat quadratim ex (4) deri-
vatum m maximis tra,nsversa.hbus gaudens, etiam in (4) innotescunt ‘m termini °
transversales summa maxima - gaudentes; - Quibus cogmtls, ‘secundum regulam
- in_antecedentibus traditam facile per quantitates minimas. positivas addendas ex
’ (A) derivatur quadratum m maximis transversalibus gaudens. - Simul patet, quo-
modo, uno cognito systemate terminorum quadratl (4) transversalium summa
maxima gaudentium, reliqua omnia - systemata facile inveniantur. Nam uno illo
systema,te cognito, vidimus, faclle ex (A) derivari qua,dratum systema.te m maxi-
morum transversalium ga.udens, in quo si smgularum verticalium sola maxima

' conservantur, reliquis terminis nihilo aequiparatis, Determinantis e quadrati quan- .

‘titatibus formati. singuli termini non evanescentes suggerunt smgula maximorum
- transversalium systemata xdeoque singula systemata - terminorum quadrati (4) -
' transversa.hum summg maxima gaudentium; amborum enim: systematum termini -
in duobus quadra,tls eadem loca occupant, '
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4.8

Solutxo problematls de schemate quadratwo m? quanhtatum ad systema - a.equatmnum

differentialium applicatar. Forma aut formae normales, ad quas, systema propositum per reduc- .

tmnem bremmmam revocarl possxt. Aha.e reductlones in’ formam normulem. R
Aequa,tmnes dlfferentmles proposﬂ;ae o ' o
w=0, w=0, ... Uy =0,

-'ut per brevxsmmam reductionem ad ahas forma ‘normali- ga,udentes revocentur,
lu gy v+ oy by “vicibus differentiandae sunt.” Numem Ly by <oy b, ipsl sunt, quorum

‘in antecedentlbus tradidi mventlonem. Qm cum' omnino determmatl sinf, etiam ~ -

"systema ‘aequationam’ auxiliavium ad- reductionem brevissimam reqmsltum, quod--
illis differentiationibus nascitur, omnino determinatum erit. At plerumque variae

sunt formae normales, ad quas aequatmnes d1ﬁ'erent.mles proposxtae illius aequa- .
'tlonum auxnharlum systematls ope revocari possunt Sit- ‘enim rursus’ a,',= ordo
,d]ﬂ'erentxahs varla.blhs x, altissimi, quod in aequatlone =0 repemtm' atqué

© rursus quantltates U in formam quadratl (A) dlspona,ntur caius "™ geriem

homvontalem constituunt termini a,,, gy o vy Cigy X vertlcalem termml

@y s YN “ y e Sumatur in quadrato (A) ahquod systems. termmorum trans-',
'versahum summa maxima gaudentium :

aa.‘hv..aw\,?’ ey aa,mm: - B ]
aequatlones dltferentlales proposwae per brevissimam reductxonem ad has revo-
cari possunt forma normah gaudentes

(“a;.i) = X]; '. ﬁ(ﬁad) — X2, ey a"'(‘,'ﬂnum) = X,,,,

m

ubi dxversarum varlabxhum differentialia.-ad Ia,evam p0s1ta sunt altlsmma, quae in
systemate reducto repermntur2 a qulbus functiones ad dextram positae X, X;..., X,
- prorsus vacuae supponantur. Atque ‘habebuntur tot eiusmodi_systemata inter
se diversa aequatwnum differentialium,, ad quas aequatlones differentiales pro-
positae per brevissimam reductionem revocari possint, quot in ‘quadrato’ (4) -
habentur _systemata terminorum . transversalium summa. maxima - gaudentium.
Conditis aequa.tlombus auxiliaribus ad brevissimam reductionem adhibendis, po-
' .namus, variabilis Ty differentiale altissimum sive in aequa.t.tombns proposms u; =0, '

=0 ete, sive in aequationibus auxxha.rlbus ex his per iteratas differentiationes

derxvatls reperm ; in iis locis quadrati, quae ad #%™ geriem verticalem atque ad

¢"m g%m ete, seriem horizontalem pertinent, colloco ‘unitatem sive aliam quanti-
tatem non evanescentem, in reliquis autem x*° verticalis loculis colloco nullitatem.
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- Quo facto, pro singulis variabilibus 2, terminoram ‘quadrati formo Determinans, -
- ‘Cuius' terminus non- evanescenis 'si conflatur - e quantitatibus . primas, secundae,

Ty me verticalis, ad o™, ", .. ., ¢ seriem hotizontalem pertinentis; dabitur -

forma: normalis, in qua, variahilium’s,, @, .., 2, altissima differentialin re- .-
spective eadem sunt atque in aequationibus- propositis e o

| o =0 =0,y g, =0. .
Cumadalios. Determinantis. terminos alius 'pertinest indicum o, a, .., @,
“ordo, ea ratione e Determinantis -terminis non evanescentibus singulis' singulac
~prodeunt formae normales, ad quas aequationes differentiales propositae - per

brevissimam' reductionem revocari possint. o B

~ Vidimus, methodum, qua per quantitates minimas positivas seriebus hori-
zontalibus addendas ex (4) deducatur quadratum, in quo verticalium maxima +
““omnia in" diversis seriebus - horizontalibus reperiantur, magis expeditam reddi
posse, *si -undecunque cognosceretiir” quadrati (4) systema’ mn’ terminorum: trans-
versalium summa maxima gaudentium. Hac methodo expeditiore - invenitur,
" quot vicibus iteratis in reductione brevissima. singulae sequationes propositae ad

 formandas. aequationes. auxiliares differentiandae sint, quoties undecunque datur

forma aligua normalis, ad quam  aequationes differentiales  propositae tali - re-
- ductione revocantur.  Quae forma ‘mormalis . innotescit, si aequationes ‘differen-
tiales propositae ita comparatae sunt, ut in aliis aliarum variabilium differentialia
ad altissimum ordinem ascendant. Tum enim illa diversarum varisbilium diffe-
rentiglia in diversis aequationibus propositis altissima ipsa - altissima erunt in

forma normali, ad quam sequationes differentiales propositae brevissima reduc- . . - -

tione revocari possunt. Namque illorum differentialium ordinis in quadrato
(4) constituunt m terminoram transversalium systema. . '

.+ Ut huius paragraphi disquisitiones exemplo " illustrentur, ponamus, dari.
decem aéquationes differentiales =0, uy==0, ..., 4=0 inter ,Varia.b'ilem
independentem ¢ et decem dependentes ,, Ty, ..., Z,, atque numeros qua-
drati (4) p. 490 propositi indicare ordines: altissimos, ad quos ’singularu’_xm*va.e

riabilium dependentium differentialia in- diversis ‘aequatic"m'_ibus‘ ascendant, ita ut o

ex. gr. altissima variabilium 2, ;, ..., %, differentialia in aequatione u, = 0 -
- oceurrentia sint ' ' L S '

. 4 (s (D) 5) (99
w‘ 3 .‘Dg ), "’88 ) .zg ), .zgo).

M ® @ en (1)
""3’ To5, & «Z‘é), wg y

Cum ultimum quadratum (H) ex proposito (4 deductum sit addendo seriebus
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- horizontalibus numeros . - - g
C 1,91, 88,0, 81,24, 0, 11,22, 24,
~redncti_o*;bréviss‘1'ma. 'perﬁcitui" per aequationes auxiliares formatas differentiando
 ‘aequationes propositas - Lo
S 0,0y =0, 4= 0, 4= 0, 4 =0, 4, =0, 4, =0, wy =0

, Con, 0 cen, 83, 081, 24, 1%, 2
- vicibus iteratis, aeqﬁationibus duabus u, = 0, #, = 0 omnino non ad ‘form_andaé
* nequationes auxiliares advocatis. -Earumque sequationum auxiliarium opé pro- =
 positae’ per. 'solds’-élim_iriaﬁdneé .ad quatuor diversas. formas norma]ésfré_iloéari
“possunt. In’ quibus omibus - inter. altissima diversarum “variabiliom differen-
tialia, quae. per. inferiors ipsasque  variabiles exprimenda sunt, secundam ea,
quic supra tradidi, invemiambar .
SRR D, e, o ™, o, a0 -
e T primaza™, AP, H9, W
secu_nda: wgu), w;%)’ .ng), wszs);
' D,

2.

L tatier &, A, AP, T
o qara o, e, A &g S
‘Unde. decem illarum @equatioﬁum'diﬂ'erénﬁa,lihmf;p';'opo'sita.fum: integratio com-
- pleta 508 Constantibus arbitrariis -afficitur, - qui numerus est summa. ordinum,
“ad quos altissima diversarum- variabilium differentialia in. formis normalibus
ascendunt. Altissima illa formarum normalium differentialia ~omnia “in ipsis
aequationibus differentialibus propositis reperiuntur, neque vero in his: altissima
sunt'praemr mgsl), zf;‘?”, a:?‘). S e .

' Consideremus reductionem: quameunque atque e toto: aequationum diffe-
' rentialium propositarum et auxiliarium numero eligamus m, quae ex :singulis
sequationibus propositis per sltissimam differentiationem derivatae sint, inter
~ quas nonnullae ex propositarum numero esse possunt, si quae earum ad aequa-
' tiones auxiliares per differentiationes formandss’ omnino non in usum vocatae

“sunt. -~ In unaquaque earum m aequationum colligamus altissimorum. singulsram
varabilium differentialium -ordines eosque- more consueto in: quadratum dispo-
pamus: in elusmodi quadrato necessario maxima diversarum serierum verticaliom
omnia in diversis quoque. getiebus horizontalibus versantur: - Ex pracceptis autem
supra traditis de einsmodi quadrato redire licet -ad aliud de proposito (4) per-
minimos numeros positivos 4 deductum. Unde colligitur, de aequationum diffe-

V. ' : ‘ , 64 '
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rentzalmm proposztarum qudcunque reduclwne n _foma,m zwmalem deducz posse_ e
""brevwszmam.’ [ R AT : '
Reduotm syetema.tm propoam ad unicam aequatmnem dxfferentmlem Regula By
-~ ad reductmnem inveniendem  datur et exemplo illustmatur.  Forma elegans, qua :
s ’ regulam enuntisre hcea.t. '
_ Aequatlonum differentialium systema in genere ‘ad unicam aequaﬂonem
differentialem inter duas- varlablles revocari potest Sint. duse illae variabiles
independens. ¢ et dependens z,; uniilli aequationi differentiali inter ¢ et £
~ intercedenti mngl debent aliae aeqaationes, quibus religuae varisbiles dependentesﬁ N
g, &y, ..., T, ipsae per ¢, @, atque variabilis z, differentialia expmmantur, quae
differentialia non ascendunt ad ordinem aequatloms dlﬁ'erentlahs inter ¢ et 2,

locum habentis. . Eiusmodi forma normalis cum prse.ceteris ab. Analystts con-" ..

siderari soleat, indicabo, - quot vmlbus iteratis singulae aequationes - differentiales -

g proposxtae Uy =0, 4= 0, iy Uy=10 dlﬁ'erentlandae sint, ut sequationes diffe-
‘rentiales ad reductionem illam necessariae nascantur.

Aequamones differentiales proposites u, == 0, uy=0, ..., u, = 0. po- |

- namus &, &, ..., I, vicibus differentiandas esse, ut aequatmues auxxhares ad

" reductionem brevissimam requlsltae prodea,nt Qui numen b, by..., L, quomodo_
inveniantur, supra, ‘praecepi. - Quadrati (4) seriebus horizontalibus addendo nu-
“mevos &, b, ..y /s alterum formo. quadratum (4"), in eoque aliquod maximorum
transversalium systema completum asteriscis distinguo, . reliqua diversarum ver-
ticalium maxima lineolis subnoto. . Si. variabiles -omnes praeter independentem .
tet dependent.em x, eliminandae sunt, in x* verticali quaero terminum stellatum, -
~ qui sit in ¢ serie horizontali; in ¢ serie horizontali quaero terminos subnotatos, .
in eorum verticalibus singulis singulos terminos. stellatos, in horum seriebus -
‘horizontalibus rursus terminos ‘subnotatos, in .eorum verticalibus rursus terminos
stellatos et ita porro.- Qua in re ad terminos stellitos iam notatos “amplius
recurrere non opus est. Continuato negotio, quantum fieri potest, omnes series
. horizontales, ad quas es procedendi :ratione pervemtur, 1 & qua- auspicati’
sumus, dicam annezes. Quas series una cum ipsa ¢" omnes minima quantitate .
augeo tah, ut earum terminus -aliquis neque stellatus neque -subnotatus aequalis
evadat terminc suae verticalis stellato. Cuius termini serie horizontali accedente
 ad series ¢™° annexas, Tursus ™" seriem eique annexas, quarum iam auctus est
" numerus, quantitate minima augeo tali, ut earum terminus aliquis neque stella-
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tus neque subnotatus aéqug_.lis-.'eva_ddt teimino- suse verticalis stel‘]a,-"cpb;; quo facto,

gerierum. i"° anfnexarum numeius rursus aigebitur; ét sic haram’ serierain’ nu-

' ‘merum magis magisque augeo, doriec perveniatur ad quadratum (A"), cuivs.omnes .
geties horizontales - ¢*° annexae: sunt.. Jam- ex (4") quadratum (4")deduco;: au- .- -
gendo series horizontales eadem quantitate tali, ut terminus ad ¢“* seriem hori-

zontalem, x"™ verticalem pertinens fiat aequalis summae maxvmae, quam systema

'm ‘terminoium transversalium ‘quadrati (A) induere potest. . Numeri, quibus qua-.

- drati (4) series horizqntales augendae sunt, ut quadrami_in (A") efficiatur, indicant,
 quot vicibus' singulae aequationes differentiales propositae differentiandae sint ad

aeq‘uationes eruendas. auxiliares: necessarias, ut per: solas eliminationes nascantdr - - -

aequatio differentialis inter solas variabiles ¢ et , aliseque aequationes, quibus
 veliquae variabiles ipsae per 4, 2, et variabilis #, differentialia- exprimantur,

 Quadratum (4') est i’dem,_-..quod___sinpm in exemplo nostro ‘per (H) designavi.
Ponamus, "™ verticalem esse seriem £, cuius terminus stellatus 102: ad geriem

horizontalem ‘@ pertinet, in qua insunt termini subnotati 84, 45, 110, ad verti-
cales & 9, « pertinentes, quaram termini stellati ad series A, f, ¢ pertinent, in

qt’libus habentur termini subnotati 47 et 49, ad verticales ¢ et & pertinentes:

(45 non “adhibeo, quippe cuius . verticalem ism in usum vocavimus); in verti-

calibus ‘e et & termini stellati ad ‘series ¢ et k pertinent, in qua posteriore habe-
tur terminus subnotatus 43, ad verticalem ¢ pertinens, cains tertqinus stellatus

in e iacet; quae series unicum subnotatum 49 continet, 'cuius verticalis iam in

uiumh vocata est. - Hing seriei @ -inventae sunt annexae k; f; ¢, ¢, 'k, e. Series
" a, b, [, % ¢ k e omnes unitate augendo serichus ipsi.a annexis accedit b; nam’

eo ineremento seriei e vel k terminus 52, ad verticalem 8 pertinens, abit in 53,
qui numerus aequatur termino verticalis # stellato, qui ad horizontalem & per-

tinet. Rursus series'a, &, f, %, ¢; k, ¢ b augeo numero 6, quo facto seriebus
_ipsi @ annexis accedit d; tandem.series omnes: praster g augeo numeéro 37, ut

ipsa quoque ¢ ad series ipsi @ annexas redeat. Unde quadratum (4") ex (4')
sive (H) efficitur sericbus o
S " 4 b f, % ¢ k e addendo 4,

Ceeriel . - 48,
o Y A -8, .
serie ¢ immutata mahente, - Cum sit 102444 = 146, 508—146 = 362, qua-

drati (A") series horizontales éodem numero 362 augendae sunt, ut’ quadratum -

(A" eruatar.  Quadratum (4'), ut supra, per symbolum
: : : o 64
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(A (a1, b2t o33, 4, 3L, f+24 g, b1, z+22 k+24)
denotando, -pro. quadratis (4"),-(A™) nanciscimur: :
(A" (a-4B5, b+64, -+11, d-+-31, 615, £+68, g, h-+-56, a+66 k+68).

o ‘('A"') (a-+-417, b-+-426, c 489, d-+-399, 64-431, 4430, y-+-369, K-+ 417, 6-+-425, k+430) L

~Unde in exemplo nostro, ut vana.bxles paeter ¢ ex %, omnes ex decem aequa-
tionibus differentialibus  propositis eliminentur, eae ad eruendas Aaequationes

auxiliares requisitas 417, 426, 439 399 437 430 362 417 428 430 v1c|bus'

“lteratls differentiandae sunt

‘ * Eadem methodo ervimus quadrata. (A"), in qulbus series horlzontales otnes. .
' ‘culhbet serierum @, b, ¢, ..., k annexae sunt, addendo quadratl (A) serxebusv_f

._'a,k,f,z,c,lce +44 b +43;d 43G9 O
by ay f,s,c,ke +44 d +37,g -0, o
ok fyie 4456, 0,k C o435 d +37 y 0,
‘,dba,o,e,f,,o,lc +44y 0 '
e k- . +45; b, a, k, frte +44, d ,A+3,8;‘9 - 0,_‘
_ f_ 44450 6, ke +395ba h 4384 +32%g. 0,
g %k Bk e +7,b,a, fi % ¢. +67 d. 0, . ‘
k4465 ke +4-45; by a,f, 40 -,+44;__a,1,.+38;-y,. 0, .
ok fie 4k ah  +437d  +3Lg . '
ke ~+45; ba,kf,z,'v—f—44d —+-38,g 0 .
Tertmm et nonum; ‘quintum et decimum quadratum eadem ratione ex (A'

prodire videmus. Modus, quo quadrata illa (4") ex ipso proposxto (4) dedu-

cantur, sequentlbus schematis indicatur: .
8. ' (4" '
146 (a+55 b-1-64, c+77 d--31, e+75 f+68, g, . k=05, i--66, k+68),

a, | 91| (a5, 6-+65, o-+-T1, d+37, 5, f+68, g, h-+85, i-+-66, k+-68),

@ | 9 (a+54 b-4-64, c+77 d+37 e-+6, f+68, 9  h+b4, 1466, k+68),
@, | 105 | (a+-55, b6, c+11, d+44, e+75 f+68, 9 k-8B, i-+66, £k+-68),

s | 89 '(a+49 5-+59, _c+72 d+32, e+10, f+68, 9,  h+49, 461, k+63),

& | 130 | (a-+65, b+65, c-+17, d+38, e-+16, f-+68, g, h+-b1, 466, £--69),

% | 164 | (a-+-B4, b-+64, c+T1, d+3T, ¢+T6, f+68, 9,  h-+-B4, 566, k-+-68), -

o | 94| (a-+5b, b+65, o+11, d-+38, e+6, f+68, g, - h-+B5, 5-+66, £+-69).

a, | 88| (a-+56, b-+65, o+11, d+38 e+76 F+68, g, A5, i+66, £-+69), -

@ | 100 | (a+17, b+27, 0439, d,  ¢-+38, 30, g+9, h+19, i-+-28, k+31), .



" vvdeclma habentur tertmini stellati

R NON I\'OMIALI AD mmmu NORMALEM R.EVOOANDO S ~'509. '

In -quadrati (A') ‘sive (H) semebus horlzonta,hbus pmma secunda, -

_ 102, 53, 41, 61,,_- a3, a5, g:,‘v' "'_sg,- o, a0
<) Pertmentes ad verticalem - N P
sextam, secundam, pnmnm, tmiam, nonam, octavam, septlmum, qumtam, demmam, quartnm
qubus terminis - a,ddendo » e SIRI
MMM, b, 44, 9, 46, 44, 4B
'_prodeunt ‘umeri e
‘ 146 97 91 105 88 89 100, 130 154,94 _
_ quos per S denotatos in margine posu1 una cum va,na.blhbus, quae diversis ver-_ ‘ ’
tlca,hbus respondent. - ‘
In qua.dra.to ahquo (A“) gt S te'mnmus stellatus seriei horizontalis, cui
.'rehquae annexae sunt: ab S ad quemlibet alium terminum stellatum _poterit
perveniri per continuum' transitum - termini stellati ad sublmeatum eiusdem seriei -
horizontalis, termini_ sublineati ad stellatum eiusdem vertwahs Proponamus
. ex. gr- qua,dratum ‘primum. supra exhibitum
) (a+55 b-+64, Tl d+37, o=+, f+68, A h+55 466, Ic+68)
- sive.

"Jf | e]x]a]e l .
Ta | “laosfue| |se ] e -
b 9%* i | ,
¢ {910 |93 REIBRELS
d gge| |
e s6fosfos| | | | [er| |
S f ] i 91 |89*
il p | hee g ‘
cifer| f jes| | | el fuee
e k| |96 |98 fose| - R

“in quo solos terminos stellatos et sublmea.tos seu stellato eiusdem vertlcahs'v'
aequales (omissa lmeola) apposui. In eo quadrato series horizontales omnes
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a serne @ pendent cuius terminus stellatus est 146 De quo ad rehquos ter— SR
- minos stellatos sic descendxtur._ - ‘ S S

146 154 93 96; 14-6 154 91,,, 146 154 93 98 146 154 93 87
146, 154, 89; 146 154 89, 91, 146 128 146 154 148, 154, 93,
Bini termini iuxta posm T et U sunt stellati tales, ut terminus in serie
horizontali ipsius T, verticali ipsius U positus sit 1ps1 U a,equalle Blve sub-_

Imeatus, quae -est, transxtus propositi lex:
- Si de qua,dra,to (4") proposito reicitur termini b a quo proﬁcxscunur,

series verticalis ‘et alia quaecunque horizontalis, in quadrato remanente . maxi-

* - morum transversalium systeina facile assxgnatm' Designemus per fO terminum
ipsi- U aequalem in serie horizontali ipsius T verticali ipsius U positum, a.’cque'
ponarnus,. seriei horizontalis reiciendae terminum stellatum esse S¢; . -porro. in

" quadrato’ proposlto (A") ab S ad 8" secundum legem stabilitam  transiri per
terminos ‘stellatos intermedios S8, iy S-v, His positis, quadratl proposxtl.

(A" termini stellati rellqm ipsi erunt quadra,tx remanentis mzmma transversaha, _
in locum autem 1psorum S, S"’ , S0 sumendl sunt. bermmn . ’

- §,§', S'S" S"S“' S"""S"’

_qui termini xpsns S 8y .., SO aequa]es sunt. Ex hac proposmone colhgltur, :
in quadratis, quae, serie- termml S verticali et alia qua.eunque horizontali reiecta, -
remanent, eandem fore maximorum transversahum summam, videlicet ea,dem
quantitate S minorem quam in quadrato-‘proposito (A"): ' _

Consideremus quadratum aliquod (4y), in quo seriei horizontalis, cni re-
liquae omnes annexae sunt, terminus stellatus pertinet ad #*" verticalem, quem -
terminum designabo per S,.  Quadratum -illud (A.) ipsum est, quod formari
debet, quoties variabiles omnes praeter ¢ et z, eliminare proponitur. Statuamus. -

‘porro, quadratum (4)) provenire addendo quadrati (4) seriebus horizontalibus

qua.ntitates
: ,(x) h«S") e kf,’f)

o Vocemus 0 ordmem systematis aequatlonum differentialium propositarum. sive

N suminam maximam terminorum transversalium in quadx ato (4), sitque O—8, = P,;:
secundum praecepta supra tradita ad formandum aequationum auxiliarium systema,

cuius ope eliminatio proposita praestari possit, m. aequationum differentialium’
* propositarum unaquaeque ¢° erit P,+ A% vicibus iteratis differentianda. ~Cui

numero P,k significationem memorabilem tribuere licet. Fit in quadrato
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(A") summa maximorum transversahum, qua.e est termmomm transversalmm
summa maxims

Iz

, 0+h""+lz¥’+ +h""
h Unde, si u“““ semem vertlcalem, gum homzontalem rexclmus, secundum pro-‘=
_positionem inventam in quadra,to remanente summa ma.xxma. “terminoram trans-
versalium . erit .

0—8, +h(") +Iz§")+--~ h"" =P, +k"" +Iv(") s +h"‘)
1deoque, si. de i ipso qua.dra.to (A) reicitur #® series -verticalis, i homontahs, in-

“quadrato. remanente summa ‘maxima. termmorum transversahum ‘erit P+-h('). :
Hine problematls ‘hic transacti na.ctx sumus ‘hane solutlonem. :

o ~Problema; -
Inter variabilem mdependentem tetm vamabxles dependentes :cl, ws, ooy By
datae sint aequatlones differentiales-
’ u, == 0, u2—0 ...,u-—O

o qua,s oi ad umcam aequa,txonem dlﬂ"erentm.lem inter ¢ et z, revocare postu-
latur, propositas aequationes “differentiales differentiando novae formandae
sunt aequationes auxiliares eseque necessariae, ut earum beneficio per solas -
eliminationes sine ullis ulterioribus differentiationibus aequatio differentialis .
inter ¢ et #, prodeat: quaeritur, quot vicibus ad formandum illud aeque-
tionum auxﬂxarum systema aequatio ¥ -0 dlﬂ'erentxanda. sit.

Solutio, :
Formetur quadratam m seriebus verticalibus totidemque horizontalibus
constans; in e® verticali, a* horizontali ponatur ordo differentialis variabilis
x, altissimi, quod in aequatlone u, = 0 obvenit. - De eo quadrato reiecta’
7 gerie horizontali, »* verticali, in quadrato remanente quaerstur summa
maxima o;,, quam eius assequi possunt m—1 termini, omnes in diversis
seriebus houzontahbus et in diversis verticalibus positi: ad formandum
aequatlonum auxiliarium systema, cuius ope aequatio differentialis inter ¢
et &, nascatur, aequa’mo u, =0 iteratis ¢,, vicibus differentianda est.  Qui
numerus quaesitus ¢;, etiam aequatur ordini aequatlonum differentialium
provenientium, si de aequatlombus propositis reicimus 1psamu =0, 1psam
“autem variabilem , pro constante habemus
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Numen 6 = P +k(’) O—S +k 1pao quadr‘ato '( "y ‘?ﬂsup:p.editafxfur' S

quod, quomodo e quadrato (A') deducatur, docui. ~ Dedi supra numerorum S;
et B valores exemplo proposxto lespondentes, quxbus numeris soluta, habentur
© centum maequa,htatum problemata, videlicet si_de quadrato proposxto simul una,_
" geries homzontahs quaecunque et una quaecunque verticalis reiciuntur, in:quoque f
centum. quadratorum remanentium summam maximam terminorum transversalium.
. invenire. Facile etiam in horum quadratorum unoquoque xpsx ‘termini transver- -
sales: summa maxima gaudentes. inveniuntur, -si -ea repetls, quae supra, de modo
& termino S qua,dratx (A") ad. alium quemhbet ste]latum S(” per termmos, S
_ stellatos intermedios transeundl tradld1 ' S - S
§ 5.
- Conditio. detsrmmatur, qua fiat, ut systematis aequationum dltferentxahum
proposm ordo deprimatur. -

. Casibus’ pa.rtlcula.mbus evenire potest; ut ordo: sysbema.t:s aequatxonum
dxfferentlahum non ascendat ad valorem summae maximae terminorum qua;dratr
(A) transversalium. - Qui habitus aequationum parttculans certs conditione ana~

- lytica mdlcatur. Sit rursus . differentiale variabilis z, altxssxmum, quod in

aequa.tlone u=0 mvemtur- dlfferentlahum partmhum
By O - Bu
a (“1;1) ) awg,"s). 3 e e ey a”(,,l !

Sug. _Owp .. aug
BT S B
3d,,. - Ott Oy,
Baem * ogfad” " glemm

- t .

ﬁngo Determmans eiusque terminos tantum hos

Owg = Ouy Ou,,
<a,> (a2) " (@n )
6 W a‘”::e" a‘”;(n':;' »

'conservo, in quibus aggregatum ordinum-

: ' Oyt m) . .
valorem magimum 0 adipiscitur; reliquos omnes Determantis - termmos reicio. -
Terminorum remanentium aggregatum, quod quodammodo est’ Determmans

mutlla.tum, designo per V; erit _
V=0
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condztzo, qua deﬁmmr, aequatzonum dy ﬁerentzalmm proposztamm systema kabzm"'

L _partwulam indutum,_esse, quo flat, ut ordo eius. deprimatur.
' Non evanescente ¥, ordo systematls ‘semper valorem O theorla generah

T8 me proposxta asmgnatum, a,ssequxtur Qua,ntltatem v voco: syste'matzs aequa- '

tionum ‘differentialium proposttarum Determmam.
In exemplo nostro fit

ou, - Ou, Ou - Bu, »au,"i”au"-'-*’

s
(m PR (st) (m ErCN e
- 0a® 00 8" 047" 0a" Oaf

V=

au'a, ;au;i-.-a'us 82& du, Bu -7 aa, _
X{ '—9‘—“—' : }{aw(w) a“” a(ﬂs) 8“2’}

Hmus formulae quatuor termxm, qui resolutxs uncis provemunt respon-

- ‘dent quatuor . supra. 2. me mvestlgatls systematls terminorum quadrati (A) trans- '
' versalium summa mazima ga.udentxum. Quotles 1g1tur in exemplo nostro neutrs

~ locum habet ‘aequationum’ : :
~ Buy- Buy -au,,,‘_ai;,j__.o .
aw(u) a (88) . 6 w?b) 8 wg;?? —" .’» L
o 3“5 au:o B Bu : 'z_")us" = VO :
PRCNPXOR "84 <25) W T

'aequatwnum dlfferentlalmm propositarum. systema. est ordinis 508 sive 508
Constantibus arbitrariis earum integratio completa afficitur. Si vero duarum
aequationum_antecedentium’ altera locum habet, systematis ordo valore 508
" inferior. manet. Quo casu aequationes differentiales propositae praeparatione

quadam egent, quae facta essé debet, antequam procedas ad tractandas aequa-

- tiones differentiales propositas. Systematis aequatmnum differentialium propo-

gitarum Determinans non evanescere, est conditio, cui nisi satisfactum sit, eius
ordinem determinare non licet. Quoties inaequalitatum problema, terminos
quadrati (4) fransversales summa maxima gaudentes determinandi, unicam solu- -

- tionein habet, ordo systematis aequationum differentialium ~propositarum” sum-

mae illi maximae aequatar, neque fieri: potest, ut inferior evadat. Tum enim

_systematis Determinans unico termino constat neque potest evanescere.

i
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