MAXIMUM-MINIMUM SATZE UBER GRAPHEN
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Einleitung

Im folgenden behandeln wir in vereinfachter Weise die Ergebnisse einer
kiirzlich in ungarischer Sprache erschienenen Arbeit ([9], [10]). Wir beweisen
mehrere, dem Mengerschen ,n-Kettensatz“ ([14], S. 222) &hnliche ,Maximum-
Minimum*® Sitze. EGERVARY verallgemeinerte (in matrizentheoretischer Formulie-
rung) den auf paare Graphen beziiglichen Spezialfall des Mengerschen Satzes.
in solcher Weise, dal er die Kanten der Graphen mit Zahlen bewertete und
statt des Maximums der Kantenanzahlen gewisser Kantenmengen das Maximum
der Wertsummen der betrachteten Kantenmengen nahm ([3], S. 17, I). Den allge-
meinen Mengerschen Satz kann man nicht in der gleichen Richtung ausdehnen.
Es gelingt aber, einen der Egervaryschen Verallgemeinerung ahnlichen Satz
dadurch zu finden, daB man statt ungerichteter Graphen gerichtete, statt
Wege gerichtete Kreise nimmt. In gleicher Weise kann man aus dem ,max-
flow min-cut“ Satz ([1], [5], [6], [7]), der den Mengerschen Satz als Spezial-
fall enthdlt, mehrere der Egervaryschen Verallgemeinerung entsprechende
Satze herleiten (Satze (2.1.6), (3.1.4), (3.2. 3), (3.2.6)). Wir werden jedem
dieser Sétze je einen ,dualen“ Satz zur Seite stellen (Sitze (2.1.7), (3.1.5),
(3.2.4), (3.2.7)). Durch Anwendung der erhaltenen Sitze auf besondere
Graphen bzw. Bewertungen gelangen wir zu weiteren Maximum-Minimum
Sétzen (Sitze (4.2.3), (4.2.5), (4.2.7), (4-2.9), (4.3.1), (4.3.3), (4.3.5),
(4.4.12), (4. 4. 13)), die sich auf Wege bzw. auf Kanten beziehen, und die
als Spezialfall den ,max-flow min-cut Satz, den erwihnten Egervéryschen
Satz und einen von DILWORTH ‘stammenden, auf halbgeordnete Mengen
beziiglichen Satz ([2], S. 161, 1. 1) enthalten.

Es ist bemerkenswert, daff in den Sitzen die Ganzwertigkeit der Bewer-
tung die Ganzwertigkeit der anderen auftretenden Zahlenwerte nach sich
zieht. Wir werden unsere Sdtze erst unter Beriicksichtigung der Ganzwertig-
keit ableiten und nur nachtrdglich zeigen, dafi sie auch mit nicht ganzzahli-
gen Bewertungen in Kraft bleiben (Abschnitt 2. 5).

Man kann unsere Satze auch auf unendliche Graphen ausdehnen. Das
zeigen wir in Bezug auf Satz (2.1.6) (Abschnitt 2. 6).
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Als Anwendung beweisen wir zwei Sitze beziiglich Faktoren (Sitze
(5.1.2), (5.2.2)), und wir leiten aus diesen einen Satz von ORre ([15], S. 405,
Theorem 2. 3. 2), sowie einen Satz von TurTtE ([16], S. 930) ab.

Unser Beweisverfahren stammt aus der in [8] angewendeten Methode.
Man kann dieses Verfahren sowohl auf die Satze (2. 1.6), (2.1.7), als auch
auf die Satze (3.2.6), (3.2.7) anwenden, doch sind die Beweise der erst-
genannten Sitze viel einfacher (siehe [9] und [10]). Gliicklicherweise lassen
sich jedoch mit einem durch FOrRD und FULKERSON ersonnenen Verfahren
([6], S.212) aus (2.1.6) und (2.1.7) die Sitze (3.2.6) und (3.2.7) leicht
herleiten (Abschnitt 3. 2).

Zuletzt zeigen wir, daB die Sitze (2.1.6) und (2.1.7) auch mit Hilfe
des Dualititssatzes der Theorie der linearen Programmierung (s.[11], S. 58—65)
ableitbar sind (§ 6).

§1
1. 1. Grundbegriffe

Betrachten wir zwei nichtleere Mengen @ und &. Es sei @ die Menge
der Knotenpunkte — im folgenden einfach nur Punkfe — & die Menge der
gerichfeten Kanten. Wir bezeichnen einen beliebigen Punkt mit X, eine belie-
bige Kante mit x. Auch die mit Indizes versehenen Buchstaben X und x
sollen Punkte bzw. Kanten bedeuten. Der gerichtele Graph I ist dann gege-
ben, wenn es vorgeschrieben ist, welche Punkie und Kanten zueinander
inzident sind. Wir geben die Inzidenzen in folgender Form an: Man ordnet
zu jedem Paar der Elemente x und X eine Zahl (x, X) mit folgenden Eigen-
schaften zu:

(1) es gebe zu jedem x ein X’ und ein X" mit

%7 (xr X”) = "é—:
2) es gebe zu jedem X ein x mit (x, X)==0.

Die in (1) auftretenden Punkte X’ und X" heifien die Randpunkte der Kante
x, X’ ist der Anfangspunkt, X" der Endpunkt. Wir werden die Behauptung,
daf X’ der Anfangspunkt, X” der Endpunkt der Kante x ist, kurz mit der
Gleichung x=x (X’ X”) ausdriicken. Auch die folgenden Ausdrucksweisen
werden wir beniitzen: die Kante lduft von ihrem Anfangspunkt aus, lduft in
ihren Endpunkt ein, ist zu jedem ihrer Randpunkte inzident.

Die Bestimmung eines ungerichfeten Graphen unterscheidet sich von
der vorausgehenden Definition nur darin, daB die Funktion (x, X), welche
die Inzidenzen angibt, fiir eine jede Kante und fiir die beiden zu der Kante
gehorigen Randpunkte den Wert 1/2 annimmt.

(x, X') = — (x, X)=0, falls X==X', X";
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Im folgenden verstehen wir — wenn nicht das Gegenteil bemerkt wird
— unter einem Graphen immer einen gerichteten Graphen.
Sind die Mengen @ und & endlich, so heiBt der Graph endlich.

1. 2. Ketten

(1.2.1) Es sei f(x) eine auf der Menge & definierte ganzwertige Funk-
tion. Wir nennen die lineare Form Z F(x)x, sowie die Funktion f(x) selbst

(diese Zweideutigkeit fiihrt zu kemem Mlﬁverstandms) eine Kette und bezeichnen
sie mit f. Der Wert f(x) heift die Multiplizitdt der Kante x in f. Ist die
Anzahl der Kanten, die in f eine von Null verschiedene Multiplizitdt haben,
endlich, so heifit die Kette endlich. In dieser Arbeit treten nur endliche Ketten
auf, und deshalb wird das Wort ,endlich“ meistens weggelassen.

Sind die in f vorkommenden, von Null verschiedenen Multiplizititen
samtlich positiv, so nennen wir die Kette positiv. Die Positivitit der Kette f
driicken wir mit der Ungleichung f=0 aus. Im allgemeinen fassen wir eine
sich auf Funktionen beziehende Ungleichung bzw. Gleichung, in der das
Argument nicht explizit vorkommt, derart auf, daB sie fiir jeden Argument-
wert besteht. Dementsprechend bedeutet f—0, daB jede Kante in f die
Multiplizitdt Null besitzt. f==0 soll die Negation von f=0 bedeuten.

(1.2.2) Sind fi,...,f. Ketten, 4,,..., 4, ganze Zahlen, so ist auch
f=4fi+ -+ 4f, eine Kette. Sind die Ketten f,,..., 1., sowie die ganzen
Zahlen Z,,...,4, positiv, so ist auch f positiv.

f’c f soll bedeuten, daf die Ketten f" und f den Ungleichungen f’f=0
= |f] gleichzeitig geniigen.

Man kann die folgenden Behauptungen leicht einsehen:

Ist /' f, so ist auch f—f < f.

Aus f=0 und f' cf folgt f'=0.

Sind fi, ..., f. positive Ketten, und ist f==f,+---+f,, so ist icf
(i=1,...,n).

(1. 2. 3) Besitzt die Kette f die Eigenschaft, daf mit Ausnahme einer
Kante x* jede Kante in f die Multiplizitit Null besitzt und |[f(x')|=1 ist, so
nennen wir die Kette f eine Kante. (Wir werden solche Kanten gewdhnlich
mit e bezeichnen.) Um die urspriinglichen Kanten von den jetzt definierten
zu unterscheiden, werden wir die ersteren Grundkanten nennen. Kann jedoch
kein MiBverstindnis vorkommen, so werden wir statt Grundkante einfach
Kante sagen.

Ist e eine Kante und ist |e(x")|=1, so heiBt x' die Grundkante von e.
Im Falle e(x) =1 ist e==x". e ist jetzt eine positive Kante und wir sager,
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dab der Anfangs- bzw. der Endpunkt der Kante e mit dem Anfangs- bzw.
dem Endpunkt der Grundkante x' zusammenféllt. Falls e (x')=—1 ist, gilt
e—=—Xx'. Wir nennen jetzt e eine negafive Kante, und wir verstehen unter
dem Anfangs- bzw. Endpunkt der Kante e den Endpunkt bzw. Anfangspunkt
der Grundkante x”. (Wie ersichtlich, kann man die positiven Kanten mit den
Grundkanten identifizieren.) Wir werden die Tatsache, da X’ der Anfangs-
punkt, X" der Endpunkt der Kante e ist, durch die Gleichung e==e (X' X")
ausdriicken.

(1. 2. 4) Ist f(x)==0, so heifit x eine Grundkante der Kette f. Ist fe=0
und fe==0, so sagen wir, dali e eine Kanfe von f ist, oder dab e auf f liegt,
oder daB f e enthdlt. Da wir nur endliche Ketten betrachten, hat jede Kette
nur endlich viele Grundkanten und Kanten.

Ist e eine Kante von f und x' die Grundkante von e, so nennen wir
den Wert f(x)| die Multiplizitit von e in f.

Es sei die Folge e,,...,e, aus Kanten der Keite f gebildet. Kommt
eine jede Kante von f in der Folge ebensooft vor, wie die Multiplizitit der
Kante in f ist, so gilt die Gleichung f==e,+----}e¢,, und wir sagen, dafl
die Anzahl der Kanten von f gleich n ist. Wir werden diese Anzahl der
Kanten von f mit »(f) bezeichnen. Wie ersichtlich, ist » (f) = >,|f(x)], wo

das Zeichen > die Summation nach allen Grundkanten x bedeutet.

In éihnlilcher Auffassung wollen wir von der Anzahl derjenigen Kanten
von f sprechen, die zu einem Punkte X inzident sind, von X auslaufen bzw.
in X einlaufen. Wir bezeichnen diese Anzahlen, in der gleichen Reihenfolge,
mit »x(f), v%(f), ¥¥(f). Es gelten die Gleichungen

(=2 2@ X)), 75(f)=—22"f()xX),
Vi () =22"1(9) (x X);

hierbei bedeuten die Zeichen > bzw. > die Summation nach denjenigen

Grundkanten, welche die Unglxeichungeri f(x)(x, X) <0 bzw. f(x)(x,X)>0
befriedigen.

Ist »x(f) >0, so sagen” wir, daf X ein Punkt von f ist, oder daf X
auf f liegt, oder daB f X enthilt. Wegen der Endlichkeit der vorkommenden
Ketten enthilt jede Kette nur endlich viele Punkte.

(1. 2. 5) Wir fiihren das Zeichen (f, X) ein:
(, X)= 2109 (5, X) = (5 (=7 ().
Ist fziliﬁ, so gilt (f, X)=§/Ii(fz,X).
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Besitzt die Kette f die Eigenschaft, daf fiir jeden beliebigen Punkt X
die Anzahl der von X auslaufenden Kanten von f gleich der Anzahl der in
X einlaufenden Kanten von f ist, d. h. wenn fiir jedes X (f, X)=0 ist, so
nennen wir die Kette f geschlossen, oder wir sagen, daB f ein Zyklus ist.
Wir werden die Zyklen gewdhnlich mit dem Buchstaben 2z bezeichnen.

Sind z, ..., 2. Zyklen, 4, ..., %, ganze Zahlen, so ist auch z=_, Az
ein Zyklus. =t
(1.2.6) Es sei
(*) XO 6’1 Xl . Xn_len X
eine Folge von Punkten und Kanten, welche die folgenden Eigenschaften
besitzt:

eo=e(Xi1 X)) (i=1,...,n), X;=5=X; wenn i==j (i,j=0,1,...,n).

Dann heiit die Kette f=e,+ --- 4, ein Weg, genauer ein X, X,-Weg, und
wir nennen die Folge (%) die zum Wege f gehorige Folge. X, und X, sind
die Randpunkte, X, der Anfangspunkt, X, der Endpunkt des Weges. Die
Punkte X,..., X,.1 nennen wir — wenn sol¢che Punkte vorhanden sind —
die inneren Punkte.

Es ist vorteilhaft, auch die Kette /=0 als einen XX-Weg zu betrachten,
wo X jeden beliebigen Punkt bedeuten kann.

Die aus den Elementen der Folge (%) gebildete Kette f = Zez

=]

(1=j=k=n) ist ein X;.; X;-Weg. Es gilt f'f, und wir bezeichnen f’ als
den X;.1 Xi~Teil von f. Den Weg f'=0 werden wir als den X;X:-Teil von
f betrachten (i=0,1,..., n).

Ist in der Folge X,e, X, ... X, 1€, Xy X;=X,, sind jedoch X;, X;,..., X1
alle voneinander verschieden und gilt e;—e;(X;.1 X)) (i=1, ..., n), so heifit
die Kette f—e, 4 ----}-e, ein Kreis. Wir werden die Kreise gewohnlich mit
dem Buchstaben k bezeichnen. Wir betrachten auch die Kette f= 0 als einen
Kreis.

Ist f ein Weg oder ein Kreis, so gilt |f|=1.

(1.2.7) SAatz. Man kann jeden Zyklus z in der Form 2=Zk@- dar-
stellen, wobei k; einen Kreis mit k;— z bedeutet (i=1, ..., n). =

BEwEs. Ist z=0, so kann man n=1,k =0 setzen. Es sei 2540,
und es sei ¢, =e¢ (X, X,) eine beliebige Kante von z. Wegen der Geschlos-
senheit der Kette z existiert eine zu z gehorige Kante e,=e,(X; X;). Aus
dem gleichen Grunde gibt es auch eine zu z gehorige Kante e;=e,(X, X;)
usw. Da jedoch z nur endlich viele Punkte enthdlt, miissen in der Folge
X5, X1, Xs, ... gleiche Punkte vorkommen. Bezeichnen wir mit m die kleinste
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M

Nummer, fir die X=X mit /< m gilt; so ist k; —‘Z'eZ ein Kreis, k, ==0

und k cz. Ist k=2, so ist der Beweis beendet. Ist kI:f: z, so ist der Zyklus
z—k,==0, und die Zahl der Kanten von z—#k, ist kleiner als diejenige von
z. Wir konnen unser Verfahren auf 2—#k, wiederholen. So erhalten wir einen
Kreis &, mit kycz—k und Ak ==0 usw. Da z nur endlich viele Kanten
enthdlt, kommen wir nach einer endlichen Anzahl von Schritten zum Ende.
Unsere Behauptung ist damit bewiesen.

Wir bemerken, daB die in (1. 2.7) angegebene Darstellung auf mehrere
Weise realisierbar ist, und man kann im Falle z5=0 auch die Forderung
ki==0 (i=1,..., n) erfiillen.

(1.2.8) Ist e=e(X'X") eine Kante eines Zyklus z, so gibt es einen
X'X'-Weg f mit fcz.

Bewgis. Nach (1.2.7) ist z—Zk“wok ein Kreis mit k;  z (i=1,...,n)

ist. ¢ muB} in einem der Kreise 4, zum Beispiel in k;, enthalten sein. Dann
ist jedoch f=Fk,—e ein gesuchter Weg.

(1.2.9) Ist f; ein Xi1 Xi-Weg (i=1,...,n), so gibt es einen X, X~
Weg f mit fcf1+"'+fn-

BEwEels. Ist X,—= X,, so kann man f=0 setzen. Es sei X,;==X..
Ergénzen wir dann den Graphen I” mit einer neuen Grundkante y=y (X, Xo).
In dem so entstandenen Graphen ist z=f,+ ---+fu+y ein Zyklus, der die
Kante y enthdlt. Nach (1.2.8) gibt es also einen X, X,-Weg f mit fcz.
y kann aber nicht zu f gehdren, und so gilt auch fcfi+ -+ +/u.

(1.2.10) Aus (1.2.2),(1.2.7) und (1.2.9) ergeben sich die nachste-
henden Satze:

Jede Kante einer positiven Ketfe ist positiv.
Man kann jeden positiven Zyklus als Summe von positiven Kreisen

darstellen.
Ist f; ein positiver X;.y Xi-Weg (i=1,...,n), so gibt es einen positiven

Xo Xo-Weg.

§2
2. 1. Die Bewertung der Kanten. Die Hauptsitze

(2.1.1) Es seien f und g positive Ketten. Wir wollen mit dem Wert
if,g1=2f(X)g(X)

den ,Inzidenzgrad“ der Ketten f und g ausdriicken. Sind x,..., . die
Grundkanten des positiven Kreises &, so ist |f, k|=Ff(x)+ -+ f(xn) d. h.
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If, k| gibt die mit Multiplizititen gerechnete Zahl der auf % liegenden Kanten
von f an.

Ist g:%gi, g:i=0 (i=1,...,n), so gilt If,g|=-gff,g¢l.

(2.1.2) Es seien ¢(x) und (x) zwei — in diesem Paragraphen fest-
gehaltene — auf der Menge & definierte ganzwertige Funktionen. Wir nen-
nen die Werte ¢(x) und w(x) den ¢-Wert bzw. den vy-Wert der Kante x.

Ist f eine Kette, so soll

gl =;q>(x)f(x) bzw. (/] =;¢(X) f(x)

der @-Wert bzw. der y-Wert von f heifien. Nach unseren Annahmen sind
sdmtliche ¢- und y-Werte ganzzahlig

Ist f= Z/Iﬁ, so ist W[f]= ZM/J[J‘]

Wir nennen einen positiven Zyklus z kanteaufnehmbar bzw. kantefiil-
lend, wenn z = ¢ bzw. z = ¢ gilt.

Die positive Kette f heilit kreisaufnehmbar bzw kreisfiillend, wenn fiir
jeden positiven Kreis k |f, k| = y[k] bzw. |f, k| = y[k] besteht.

(2.1.3) Ist f=0 und ist f kreisaufnehmbar bzw. kreisfiillend, so gilt
fiir jeden positiven Zyklus z |f, z| = v¢[z] bzw. |f, z| = ¥[z].

BEwEIS. Ist z ein positiver Zyklus, so ist nach (1. 2.10) z_Z ki, wo
die k; positive Kreise bezeichnen. Ist nun f kreisaufnehmbar, so gllt

tf,zl*—-i:Zlif, kil ggm]:wm.

Ahnlich sieht man die auf kreisfiillende Ketten beziigliche Behauptung ein.

Wir bezeichnen die Menge der kanteaufnehmbaren bzw. kantefiillenden
positiven Zyklen mit Z, bzw. Z;, die Menge der kreisaufnehmbaren bzw.
kreisfiillenden positiven Ketten mit F, bzw. F.

(2.1.4) Ist z€ Z, und f€ F;, so gilt w[z] = o[f].
BEwEIs. Nach (2. 1. 3) ist

vlz] = |f, 2| —Zf(X)Z(X) = Zf(X)fﬁ(X) =[]
Ahnlich kann man die folgende Behauptung bewensen:

(2.1.5) Ist z€ Z; und f€F,, so gilt y[z]= ¢[f]
Aus (2.1.4) und (2.1.5) bekommt man die folgenden Ungleichungen :

max ¢¥[z] = ming[f], miny[z] = max ¢[f],
€2, rery €2 feF,

vorausgesetzt, dai die vorkommenden Extremwerte existieren.
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In den Abschnitten 2.2, 2.3 und 2.4 beweisen wir die folgenden zwei
Hauptsitze :
(2.1.6) Satz. Ist I' endlich und ist ¢ =0, so existieren die Werte

max y[z] und mm @[ f], und diese Werte sind einander gleich.
7EZ

@217 SATZ. Ist I' endlich, und ist fiir jeden positiven Kreis k y[k] =0,
liegt ferner jede Kante x, fiir welche ¢(x) >0 ist, auf einem positiven Kreis,
so existieren die Werte min v[z] und max ¢[f], und diese Werte sind einan-

rer,

der gleich. "

2.2. Zwei Hilfssitze

(2. 2.1) HiLrssatz, Ist I' endlich, und ist fiir jeden positiven Kreis k
wlk] =0, so existiert eine auf @ definierte ganzwertige Funktion s(X), fiir die
P(x) = s(X")—s(X)

fiir jede beliebige Grundkante x==x(X'X") besteht.

BEWwEIS. Es sei X ein beliebiger Punkt des Graphen I', und bezeich-
nen wir mit H(X) die Menge der positiven X,X-Wege, wobei X, simtliche
Punkte des Graphen durchiduft. Da I endlich und der XX-Weg f=0 ein
Element von H(X) ist, ist H(X) endlich und nicht leer. Es existiert also

der Wert
s(X) = max y[f].
FEH(X)

Wir zeigen, daff s(X) den gewiinschten Forderungen entspricht. Erstens ist
s(X) offensichtlich eine ganze Zahl. Es sei nun weiter x=x (X'X") eine
beliebige Kante und f ein positiver X, X'-Weg, fiir den ¢[f]=s(X") gilt.

(1) Enthdlt f den Punkt X" nicht, so ist f”"=jf+4-x ein positiver
X, X"-Weg, und es besteht

S(X)+v @) =y 1+ ¢ ) =vy[f] = s(X").

(2) Enthilt f den Punkt X”, so teilt X” den Weg f in die Teile f/
und f§, wo fi ein positiver X,X"-Weg, f4 ein positiver X" X'-Weg ist. Es
gilt Yw[f] =s(X"), und da k=fi-+x ein positiver Kreis ist, besteht auch
W]+ (x) =v[k] =0. Aus diesen Ungleichungen folgt

S(X)+ )=y [fil+v[f]+p ) = s(X).

Aus (2.2.1) kann man den folgenden Satz leicht ableiten :

(2. 2. 2) HiLrssatz. Ist I' endlich und ist fiir jeden positiven Kreis k
Ylkl = 0, so existiert eine auf @ definierte ganzwertige Funktion s(X), fiir die

P (%) = $(X")—s(X)
fiir jede beliebige Grundkanfe x = x(X'X") besteht.
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2.3. Beweis des Satzes (2.1.6)

(2. 3. 1) Zuerst beweisen wir, dab der allgemeine Fall auf den Fall ¢ >0
zuriickfiihrbar ist. Wir nennen eine jede Kante, deren ¢-Wert gleich Null ist,
eine O-Kanfe. Wir zeigen, daB die Weglassung der 0-Kanten weder die
Existenz noch die GroBe der im Satze auftretenden Extremwerte beeinflufit.

Was den Maximalwert anbelangt, folgt unsere Behauptung aus der Tat-
sache, daB die Zyklen von Z, keine O-Kanten enthalten, und deshalb die
Weglassung der 0-Kanten die Elemente von Z, nicht beriihrt.

Bei der Untersuchung des Minimalwertes ziehen wir in Betracht, daf3
die positiven Kreise des durch die Weglassung entstehenden Graphen mit
denjenigen positiven Kreisen des urspriinglichen Graphen iibereinstimmen,
die keine O-Kanten enthalten. Es ist ferner klar, daf die zu den O-Kanten
gehorigen Multiplizitaten (d. h. die f(x) Werte) einer Kette f den Wert ¢[f]
nicht beeinflussen. Nun folgt aus den obigen: Ist f im urspriinglichen Gra-
phen kreisfiillend, so bleibt diese Eigenschaft auch nach der Weglassung in
Kraft, und auch ¢[f] bleibt unverdndert. Ist hingegen f im neuen Graphen
kreisfiillend, so kann man wegen der Endlichkeit des Graphen die 0-Kanten
mit so groBen f Werten versehen, dall f auch im urspriinglichen Graphen
kreisfiillend wird; dabei bleibt ¢[f] unverdndert.

Aus den vorgefiihrten Betrachtungen folgt die zu beweisende Behauptung.

(2. 3.2) Wegen der Annahme ¢ =0 ist der Zyklus z=0 ein Element
von Z,. Aus der Endlichkeit von I" und der Ganzwertigkeit der ‘Ketten folgt
die Endlichkeit von Z,. Es existiert daher der Wert max v[z].

€7,

Es sei z ein — im Abschnitt 2.3 festgehaltenes — FElement von Z,,
fiir welches ¥[Z]—max y[2] gilt.

Zum Beweis des Satzes (2.1.6) geniigt es wegen (2. 1.4) zu zeigen, daf
eine solche positive, kreisfiillende Kette f existiert, fiir welche ¢[f]=[Z]
besteht. Die Existenz einer solchen Kette beweisen wir in mehreren Schritten.
Wir setzen im folgenden voraus, daf ¢ >0 ist.

(2. 3. 3) Es existiert eine auf @ definierte ganzwertige Funktion s(X),
welche die folgende Eigenschaft besitzt : Fiir eine jede Kanfe x —=x(X'X") gilt

(1) Y () =s(X")—s(X'), falls 0=2(x) < (),
2) () =s(X")—s(X"), falls 0<z(x)< cp’(x),
3) () = s(X")—s(X'), falls 0<z2(0)=¢(x)
ist.

11  Acta Mathematica I1X/3—4
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Beweis. Wir konstruieren aus I einen neuen Graphen I'": Die Punkte
von I seien identisch mit den Punkten von 7. Ist x=x(X'X") eine Grund-
kante von I”, und ist

(1) Z2(x)==0, so sei x mit unverdndertem w-Wert auch eine Kante von I";

(2) 0< 2(x) < (x), so sei x mit unverdndertem -Wert auch eine Kante
von I, auBlerdem nehmen wir jedoch noch eine neue Grundkante

X =Xx(X"X’) mit Y(x)=—y(x) auf;

(3") 0< Z(x) = ¢(x), so lassen wir dic Kante x weg und wir nehmen die
neue Kante X =Xx(X"X") mit ¢(X)= —(x) auf.

Wir werdeu die in den Fillen (2) und (3") auftretenden Kanten x und
X als zueinander gehorige Kanten bezeichnen.

Nun zeigen wir, daf fiir jeden positiven Kreis & von [I” die Unglei-
chung y[K'] =0 gilt.

Unsere Behauptung ist trivial fiir &' =0 und fiir diejenigen Kreise, die
aus zwei zusammengehorigen Kanten x und x bestehen. Ist & von diesen
verschieden und enthalt es eine neue Kante x, so kann es die zu X gehorige
alte Kante x nicht enthalten. Ersetzen wir in 4" eine jede solche Kante x durch
die Kante —x, wo immer x und X zusammengehorige Kanten bezeichnen, so
bekommen wir einen eventuell nicht positiven Kreis &, des Graphen [I'. Es
gilt wlk]=[k’]. Enthdlt &’ keine neue Kante, so sei k —4£'. Die Kette
2,=Z% -k ist ein Zyklus von I'. Es gilt z; = 0. Es ist ndmlich z ganzwertig
und Z = 0. Ferner ist [£4] =1 und k(x) <O kann nur fiir solche Kanten x
bestehen, zu welchen wir neue Kanten zugeordnet haben, also fiir welche
z(x) >0 gilt. Es besteht weiter z, = ¢, da ¢ und 2 ganzwertig sind, |k|=1
ist und k(x) >0 nur fiir solche Kanten x bestehen kann, die auch in £’ ent-
halten sind, was nur im Falle Z(x) < ¢(x) moglich ist. Unsere Behauptungen
bedeuten aber, daB z € Z, ist. Demzufolge gilt v[z]+vy[k] =v[a] = v[Z],
woraus Y[k']=—v[k] = 0 folgt.

Man kann nun auf I den Hilfssatz (2. 2.1) anwenden. Nach diesem
existiert eine ganzwertige Funktion s(X) mit der folgenden Eigenschaft: Ist
x=x(X’'X") eine zu I gehorige alte Kante, so besteht y(x) = s(X")—s(X’).
Ist X=X(X"X’) eine neue Kante, so besteht y(X)=s(X")—s(X"), d. h.
fiir die zu x gehorige alte Kante x=x(X'X") gilt ¥(x) = s(X")—s(X).
Aus der Definition von I'" folgt jetzt, daf s(X) den in (2.3.3) gestellten
Forderungen entspricht.

(2.3.4) Es sei x==x(X'X") eine beliebige Kante von I', und es sei

f(x) = max [0, w(x) —(s(X") —s(X"))),
wo s(X) eine den in (2. 3.3) gestellten Forderungen entsprechende Funktion
bezeichnet. Wir zeigen, daB f¢€ Fy und o[ f]=y[Z] gilt.
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f(x) kann nur nichtnegative, ganze Werte annehmen, sie ist also eine
positive Kette. Es gilt ferner fiir jede Kante x=x(X'X")

“) Jx) = () —(s(X")—s(X")).
Nach (2.3.3) (2) und (3)
(5) gilt f(x)=v(x)—(s(X")—s(X"), falls Zz(x)>0 ist.

Man sieht auch, daf f(x) >0 nur im Falle Z(x)= ¢(x) eintreten kann. Dar-
aus folgt, daB

(6) J)9(x) = f(x)2(x)
fiir jede Kante x besteht.

f ist kreisfiillend. Es sei ndmlich k ein beliebiger posmver Kreis. Falls
k=0 ist, so gilt |f, k|=[k]=0. Ist k==0, so seien x,,..., x, die Kanten
von k, und es sei x;=x;(X;1 X)) (i=1,...,n), X,=Xo. Dann ist nach (4)

k= 2 f00) = 3 00— 50— (Kl = X ) =y 1AL

In gleicher Weise ergibt sich aus (5), dal im Falle k< Z |f, k| =y[k]
besteht.
Um die Gleichung ¢[f] =1[Z] zu beweisen, betrachten wir eine nach

(1.2.7) existierende Darstellung 2— D' k; von %, wo k; ein Kreis und k<2
i=1
ist (i=1,...,m). Es gelten die Gleichungen |f, ki|=vy[k] (i=1,...,m),
und aus diesen und (6) folgt
o= Zir09— 3109769 = 3769 | 3ho) | =

w nt m

= 2 (2 @kE) = Z1f | = 2 plk] =w[2)

Damit haben wir den Beweis des Satzes (2.1.6) beendet.

2.4. Beweis des Satzes (2.1.7)

(2.4.1) Z; ist nicht leer. Wahlen wir ndmlich zu jeder Kante x, mit
¢(x) >0, einen x enthaltenden, positiven Kreis k., so ist z~Z o (x) k.

ein positiver, kantefiillender Zyklus ;. dabei bedeutet Z die Summa‘non nach

samtlichen Elementen von &, die positive ¢-Werte besxtzen.

Aus der Annahme, dali die y-Werte der positiven Kreise nicht negativ
sind, und aus (1.2.10) folgt w[z] = O fiir jeden positiven Zyklus z. Daraus
und aus der Ganzzahligkeit der vy-Werte ergibt sich, daB der Wert mm gl:[z]
existiert.

11#
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Es sei Z ein im Abschnitt 2. 4 festgehaltenes Element von Z;, fiir wel-
ches Y[z] =min [z} giit.
zEZ/-

Zum Beweis des Satzes (2.1.7) geniigt es, nach (2.1.5) zu zeigen,
dafl eine positive kreisaufnehmbare Kette f existiert, fiir die ¢[f]=v[Z]
besteht. Die Existenz einer solchen Kette beweisen wir in mehreren Schritten.

(2. 4.2) Es existiert eine auf @ definierfe ganzwertige Funktion s(X),
welche die folgende Eigenschaft besitzt:

(1) Fiir jede Kante x=x(X'X") ist ¥(x) = s(X")—s(X").

{2) Fiir diejenigen Kanten x—x(X'X"), die der Ungleichung Z(x)>
> max (0, ¢(x)) geniigen, gilt ¥ (x)=s(X")—s(X").

Beweis. Durch Hinzufiigung neuer Grundkanten konstruieren wir aus
I' einen neuen Graphen I'" wie folgt: Geniigt eine Kante x = x(X’'X") von
I' der Ungleichung Z(x) > max (0, ¢(x)), so fiigen wir zu x eine neue Grund-
kante X=X (X" X’) mit y(x)= —y(x) hinzu.
Durch die in (2. 3. 3) angewendete Schlufiweise konnen wir zeigen, daB
fiir jeden positiven Kreis & von I'" ¢[k’] = 0 gilt. Nach dem Hilfssatz (2.2.2)
existiert dann eine ganzwertige Funktion s(X) mit der folgenden Eigenschatt:
Ist x==x(X’'X") eine beliebige Kante von I, so gilt y(x) = s(X")—s(X).
Ist X=X (X" X’) eine neue Kante, so gilt ¥(x) = s(X")—s(X"), d. h. fiir die
zu X gehorige alte Kante x =x(X'X") gilt ¥(x) = s(X")—s(X’). Aus der
Definition von I folgt jetzt, daB s(X) den in (2. 4. 2) gestellten Forderungen
geniigt.
(2. 4. 3) Wir definieren die Funktion f(x) folgendermafien:
| f() = @ (x)—(s(X)—s(X)), falls Z(x)=eo(x) ist,
| f(x) =0, falls  Z(x) > @(x) ist;
dabei bedeutet x =x(X'X”) eine beliebige Kante von [ und s(X) eine den

in (2.4.2) gestellten Forderungen geniigende Funktion. Wir zeigen, daf

fEF, ist, und daf ¢[f]=v[Z] gilt.
f(x) kann nur nichtnegative ganze Werte annehmen, d.h. f ist eine
positive Kette. Ferner gilt

(3) fiir jede Kante x = x (X" X”) die Ungleichung Ff)=Y(x)— (X)) —s(X));
(4) fiir diejenigen Kanten x =x(X'X"), die der Ungleichung Z(x) >0 ge-
niigen, die Gleichung f(x) = ¥(x) —(s(X")—s(X')).

Die letzte Behauptung folgt im Falle Z (x) = ¢(x) aus der Definition von f,
im Falle (x) > ¢(x) aus (2.4.2), da in diesem Falle Z(x) > max (0, ¢(x)) ist.
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Laut der Definition von f kann f(x) >0 nur im Falle Z(x)=¢(x) be-
stehen und daraus ergibt sich die Gleichung

®) fo=fz.
Ganz ahnlich wie in (2. 3.4) kann man mit Hilfe von (3), (4) und (5)

zeigen, daf f kreisaufnehmbar ist und daB ¢[f]=y[Z] gilt. Damit ist der
Beweis des Satzes (2. 1.7) beendet.

2.5. Nicht-ganzzahlige Bewertungen

Man kann die Sitze (2.1.6) und (2.1.7) auch auf solche Fille iiber-
tragen, wo die Funktionen ¢(x), v(x), f(x) und z(x) auch nicht-ganzzahlige
Werte annehmen. Die Definitionen und Sitze bleiben — mit eventuellen
kleineren Anderungen — auch dann in Kraft, wenn wir die Forderung und
die Behauptung der Ganzzahligkeit weglassen. Es ist zum Beispiel z(x) ein
Zyklus, wenn fir jeden Punkt X (z, X)—Zz(x)(x X)=0 gilt. Ferner ist

es lelcht ersichtlich, daf wir statt der nach (1 2 T) existierenden Zerlegung

z—Zlk die Existenz einer Darstellung ZMZ? k; beweisen konnen, wo

A= 0 und k; ein Kreis mit k;cz ist (i=1,. ,n)

Die Existenz der in (2.1.6) und (2. 1.7) auftretenden Extremwerte kann
man durch die gewohnliche SchluBweise der Theorie der reellen Funktionen
erhalten; man mufl nur die Grundkanten des Graphen irgendwie in eine Folge
Xi, ..., X, ordnen, und zu einer jeden Kette f einen Punkt [f(x,),...,f(x.)]
eines n-dimensionalen Raumes zuordnen.

Die Definition der Kette z, in (2.3.3) muf man folgendermafien abin-
dern: Es sei £ bzw. J das Minimum der positiven Werte, welche die Funk-
tion Z(x) bzw. ¢(x)—Z(x) annimmt. Ist 2=0 bzw. ¢—Z=0, so sei {==1
bzw. d =1. Ferner sei ¢ =min (, d, 1). Es ist dann &> 0. Wir setzen

=2 +zsk,.

Eine 4hnliche Anderung muf man in (2. 4. 2) durchfiihren.

Man kann nun leicht kontrollieren, daB durch die erwihnten Modifizie-
rungen- die Beweise der Sitze (2.1.6) und (2.1.7) auch auf nicht-ganzzahlige
Funktionenwerte anwendbar sind.

'2.6. Ubertragung des Satzes (2. 1.6) auf unendliche Graphen

(2.6.1) SATz. Betrachten wir auch weiterhin nur endliche Ketten, so gilt
der Satz (2.1.6) auch beziiglich unendlicher Graphen, vorausgesetzt, dap die
Jolgenden Bedingungen bestehen :
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(1) Die y-Werte der kanteaufnehmbaren positiven Zyklen sind von oben
beschrankt.

(2) Die Anzahl der O-Kanten ist endlich.

(3) Die y-Werte der posifiven Kreise, die 0-Kanten enthalten, sind von oben
beschrénkt.

Den Beweis erhalten wir durch folgende Modifizierung des Beweises
von (2. 1. 6).

(2.6. 2) Es geniigt, uns wieder nur mit dem Fall ¢ >0 zu beschafti-
gen. Dies kann man aus den Bedingungen (2) und (3) ebenso einsehen,
wie das in (2.3.1) geschah. Wir heben hervor, dall zufolge ¢ >0 jeder
positive Kreis kanteaufnehmbar ist.

Gilt fir jeden positiven Kreis k& y[k] =0, so ist die Kette f=10 kreis-
filllend, und dann ist die Behauptung unseres Satzes trivial. Wir setzen daher
im folgenden voraus, daB es einen positiven Kreis mit posifivem 1p-Wert gibt.

Der Zyklus z=0 ist ein Element von Z,; Z, ist also nicht leer. Die
Existenz des Wertes max w[z]=u ist jetzt eine einfache Folge der Bedin-

gung (1) und der Gan%:erligkeit der v-Werte. Es gilt u >0, da nach unse-
ren Voraussetzungen ein Element von Z, mit positivem -Wert existiert.

Es sei wieder Z ein im Abschnitt 2. 6 festgehaltenes Element von Z,,
fiir welches y[Z] =u gilt. Wegen @ >0 ist Z5=0. Zum Beweis unseres
Satzes geniigt auch jetzt, die Existenz eines solchen Elementes von Fy zu
zeigen, fiir welches ¢[f]=1[Z] gilt. Das geschieht in mehreren Schritten.

(2.6.3) Zuerst fithren wir einige neuen Abkiirzungen und Begriffe ein.

Die zu 7 gehorigen Punkte und Kanten wollen wir Z-Punkte bzw.
Z-Kanten nennen.

Haben die Punkte X und X des Graphen [ die Eigenschaft, daf§
sowohl ein positiver XX'-Weg wie auch ein positiver X’ X-Weg existiert, so
sagen wir, daB X mit X' (in I') in Verbindung steht, oder daf X und X
(in ') miteinander in Verbindung stehen. Es ist kilar, daB X mit X, und
wenn X mit X, dann auch X’ mit X in Verbindung steht. Aus (1.2.10)
folgt ferner, daB wenn X mit X’ und X’ mit X”, dann auch X mit X” in Ver-
bindung steht. Wie ersichtlich, stehen zwei beliebige Punkte eines positiven
Kreises immer miteinander in Verbindung. Aus (1.2.8) folgt, daf die Rand-
punkte einer jeden Z-Kante miteinander in Verbindung stehen.

Wir definieren die Teilmenge @, von @ wie folgt: Ein Punkt gehort
dann und nur dann zu @, wenn er mit irgendeinem Z-Punkt in Verbindung
steht. Die Teilmenge &, von & wird folgendermaBen definiert: Eine Kante
gehort dann und nur dann zu P, wenn die Randpunkte der Kante zu @,
gehoren, und wenn diese Randpunkte miteinander in Verbindung stehen.
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@, bzw. @, enthdlt simtliche Punkte bzw. Kanten von Z. Da Z=0 ist, sind
@, und @&, nicht leer.

(2.6.4) Wir werden nachfolgend in (2.6.5) beweisen, daf eine auf
@, definierte ganzwertige Funktion s(X) existiert, fiir die eine jede Kante
x=x(X"X") von &, den in (2. 3. 3) gestellten Forderungen (1), (2) und (3)
geniigt. Mit einer solchen Funktion s(X) definieren wir die Kette f folgender-
malen: '

- Ist x¢@,, so sei f(x)=0. Ist x€¢¥. und x=x(X"X"), so sei
J(x) = max [0, ¥ (x) —(s(X")—s (X"))].

Da 0 < Z(x)=¢(x) nur fiir endlich viele Kanten bestehen kann, ist f
eine endliche Kette. Ferner ist f offensichtlich eine positive Kette.

Fiir eine jede Kante x=x(X'X"”) der Menge &, gilt f(x)= y(x)—
—(s(X")—s(X")), gehort jedoch die Kante auch zu 2, so gilt f(x)= w(x)—
—($(X")—s(X)).

Wie ersichtlich, besteht die Gleichung f(x)¢(x)=/f(x)Z(x) fiir jede
Kante des Graphen. ‘

f ist kreisfiillend. Enthdlt ndmlich der positive Kreis & keine Z-Kante,
so ist der positive Zyklus z,=2Z 4k wegen ¢ >0 kanteaufnehmbar, d. h. es
ist z,€ Z,, und daher gilt y[z]+ylk]=v¢[2] = ¢[Z], also ist y[k] =0 und
|/, k| = y[k]. Enthidlt £ eine Z-Kante, so gehort jeder Punkt bzw. jede Kante
des Kreises zu @, bzw. &,, und man kann dann die Ungleichung |f, k| = (k]
genau wie in (2. 3. 4) beweisen.

SchlieBlich kann man die Behauptungen, daB im Falle kcZ die
Gleichung |f, k| = «[k] gilt, und dab ¢[f]=[Z] ist, ebenfalls mit der in
(2. 3. 4) angewendeten Schlufweise beweisen.

(2.6.5) Zum Beweis des Satzes (2.6.1) blieb es nur zu zeigen, daf
die in (2.6.4) verwendete Funktion s(X) wirklich existiert. Den Beweis fiih-
ren wir in mehreren Schritten.

(I) Wir konstruieren aus /" mit dem in (2. 3. 3) angewendeten Verfahren
den Graphen 7. Dann gilt fiir jeden positiven Kreis & von I” y[k']=0.

Wir zeigen erst, daB wenn X; und X, in I", so auch in I” miteinander
in Verbindung stehen und umgekehrt, daff die Verbindung in 77 diejenige
in I' nach sich zieht.

Es sei f ein positiver X, X,-Weg von I". Wir konstruieren aus f einen
positiven X, X;-Weg f des Graphen I". Gilt fiir jede Kante x von f Z(x) < ¢ (x),
so ist jede Kante von f auch eine Kante von 77, und man kann f' —f
setzen. Es sei nun x=x(X'X") eine solche Kante von f die in I” nicht
vorkommt, d. h. fiir die 0 <Z(x)=¢(x) gilt. x ist eine Z-Kante, und so
existiert nach (1. 2. 8) ein aus lauter 2-Kanten bestehender X'X'-Weg fiin I'.
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Zu jeder z-Kante gehort aber eine neue Kante, und so bilden die zu den
Kanten von f; gehorigen neuen Kanten einen positiven X' X”-Weg von I
Nimmt man nun zu jeder Kante von f, die in I” nicht vorkommt, einen
solchen positiven Weg von I, so bilden diese Wege zusammen mit den-
jenigen Kanten von f, die auch in I vorkommen, eine Folge von sich einan-
der anschliefenden positiven Wegen, die in I” von X; zu X, fithren. Dann
existiert aber nach (1.2.10) ein in I liegender, positiver X, X,-Weg.

Umgekehrt sei jetzt f° ein positiver X, X,-Weg von I”. Wir zeigen,
daf dann auch in I' ein positiver X, X,-Weg existiert. Enthdlt f* keine neue
Kante, so ist f selbst ein positiver Weg von I". Nehmen wir nun an, daf
f eine neue Kante X ==X(X"X’) enthdlt. Die zu X gehorige alte Kante sei
x=x(X'X"). Es muf dann x eine Z-Kante sein und daraus folgt, daf ein
positiver X” X'-Weg von I' existiert. Nimmt man zu jeder neuen Kante von
f’ einen solchen Weg von [, so bilden diese Wege zusammen mit denjeni-
gen Kanten von f’, die auch in I” vorkommen, eine Folge von sich einander
anschliefenden positiven Wegen, die in I” von X; zu X, fithren. Dann exi-
stiert aber nach (1.2.10) ein in I” liegender positiver X; X;-Weg.

Aus der bewiesenen Behauptung folgt, dafi die Menge derjenigen Punkte,
die in 7 mit Z-Punkten in Verbindung stehen, mit @. identisch ist.

(II) Es sei X€ @, und bezeichnen wir die Menge derjenigen in [
liegenden positiven X, X-Wege, wo X, samtliche mit X in Verbindung ste-
henden Z-Punkte durchlduft, mit H’(X). Es sind dann die v-Werte der zu
H’(X) gehorigen Wege von oben beschrénkt.

Bewkis. Es sei der X,X-Weg f ein Element von H’(X) und f; ein
positiver XX,-Weg von I"”. Die Kette 2'=f"-f; ist ein positiver Zyklus
von I. Wir betrachten eine Zerlegung 2’ — D'k} von 2/, wo ki ein positi-

i=1
ver Kreis von I ist (i=1,...,n). Da die y-Werte der positiven Kreise

von I’ nicht positiv sind, gilt y] ZJMZ’I,U[/{'] = 0. Demzufolge ist Y[f]=
=y[2']—vy[f}] = —v[fi]. Daraus und’ aus der Endlichkeit der Anzahl der
Z-Punkte folgt unsere Behauptung.
(1) Es sei X ein beliebiges Element von @.. Aus (II) und aus der
Ganzzahligkeit der y-Werte folgt die Existenz von
$(X) = max /]

H'(X)

Ganz dhnlich wie im Beweis des Hilfssatzes (2. 2.1) kann man jetzt aus der
Tatsache, daB simtliche positive Kreise von " nichtpositive «-Werte besit-
zen, zeigen, daf eine jede alte Kante x=x(X'X"”) bzw. eine jede neue
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Kante X — X(X” X’), deren Randpunkte zu @, gehoren und miteinander in
Verbindung stehen, die Ungleichung

PY(x) = s(X")—s(X) bzw. YP(x)=s(X)—s(X")
befriedigt. Daraus folgt aber dhnlicherweise wie unter (2. 3. 3), daf s(X) den
in (2. 6.4) gestellten Forderungen geniigt.

§3
3.1. Neue Fassung der Sétze (2.1.6) und (2.1.7)

(3.1.1) Wir konnen den Sitzen (2.1.6) und (2. 1. 7) eine anschaulichere
Fassung geben, wenn wir — entsprechend der Darstellung (1.2.7) bzw.
f=e+---+e. (s. (1.2.4)) — die Zyklen durch ,Kreissysteme“, die (kreis-
fiillenden und kreisaufnehmbaren) positiven Ketten durch ,Kantensysteme*
ersetzen.

Das Kreissystem »=(ki, ..., k.) bzw. das Kantensystem & =(x,, ..., X.)
ist eine solche Folge von Kreisen bzw. Grundkanten, wo ein Kreis bzw.
eine Kante auch mehrmals vorkommen kann. Diejenigen Folgen, die sich nur
in der Reihenfolge ihrer Elemente unterscheiden, betrachten wir als identisch.
Es ist vorteilhaft, auch die ,leere Folge“ als System zu betrachten. Dafi ein
System leer ist, werden wir mit % =0 bzw. ¢ =0 ausdriicken.

(3.1.2) Sind alle Kreise eines Kreissystems positiv, so heiit das System
positiv. Das System xz==0 nennen wir auch positiv. Ist x=(k,,..., k), so

heiBt gb[/]~2¢[k der y-Wert von ». Ist x=0, so sei y[x]=0. (Ein

Kreis ist pos1t1v, wenn jede seiner Kanten positiv ist. Nach (2. 1.2) gilt fiir
eine positive Kante e=1x, vle]=vy(x), fiir eine negative e=—x, y[e]=
— —(x). Der y-Wert eines Kreises ist die Summe der -Werte seiner
Kanten.)

Das Zeichen |#, x| soll die Anzah! derjenigen Kreise der Folge £, ..., k.
bedeuten, welche die Kante x als Grundkante enthalten (d.h. es besteht
ki(x)==0). Ist x=0, so sei |%,x|=

Das Kreissystem x heifit kanfeaufnehmbar bzw. kanfefiillend, wenn fiir
jede Kante x |x, x| = g(x) bzw. |, x| = ¢(x) gilt.

(3.1.3) Ist & =(x,, ..., X.), 50 heiBt g[s]— > ¢(x;) der g-Wert von &
Ist e=0, so sei ¢[s]=0. =t

Das Zeichen |¢, k| soll die Anzahl derjenigen Kanten der Folge xi, ..., X,
bedeuten, die Grundkanten des Kreises & sind. Ist s=0, so sei |s k|=

Das Kantensystem & heiBt kreisaufnehmbar bzw. kreisfiillend, wenn fiir
jeden positiven Kreis k |5, k| = w[k] bzw. |& k| = y[K] gilt.
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Mit den oben eingefiihrten Begriffen konnen wir nun die angekiindigte
Umformung der Satze (2.1.6) und (2.1.7) in folgender Weise durchfiihren.
{(Der Kiirze wegen werden wir die Existenz der Extremwerte, die in unseren
Siétzen vorkommen, von jetzt an nicht mehr explizit festsetzen, wohl aber
wollen wir diese immer zu den Behauptungen der Sitze stillschweigend
hinzunehmen.)

(3.1.4) Sarz. Ist I' endlich und ist ¢ =0, so ist das Maximum der
w-Werte der kanteaufnehmbaren positiven Kreissysteme gleich dem Minimum
der @-Werte der kreisfiillenden Kantensysteme.

(3. 1.5) Sarz. Ist I' endlich und gilt fiir jeden positiven Kreis y[k] =0,
ist ferner jede Kante x mit ¢(x)>0 in einem positiven Kreis enthalten, so
ist das Minimum der -Werte der kantefiillenden Kreissysteme gleich dem
Maximum der ¢-Werte der kreisaufnehmbaren Kantensysteme.

3.2. Verallgemeinerung der Sitze (3.1.4) und (3.1.5)

‘Wir wollen unsere Sitze in solcher Richtung verallgemeinern, wo die
Funktionen ¢ und + auch auf den Punkten des Graphen definiert sind. Wir
miissen dann die Kantensysteme durch ,Punktsysteme“ bzw. durch ,Punkt-
Kantensysteme“ ersetzen.

(3.2.1) Die Punktsysteme sind aus Punkten in gleicher Weise gebildet,
wie die Kreis- und Kantensysteme aus Kreisen bzw. aus Kanten (s. (3. 1. 1)).

Ein Punktsystem - und ein Kantensystem & bilden zusammen ein
Punkt-Kantensystem y = (sr,8). Wir machen folgende Verabredungen:
(7r, 0) =, (0,&)=¢, (0,0)=0.

Zu den schon frither eingefiihrten ,Inzidenzgraden“ |f, g, |%, x| und
le, x| nehmen wir noch die folgenden hinzu:

Ist f eine beliebige Kette, so sei

11, X1 = Z @165 X)] = 5.

Wenn k£ ein Kreis ist, so ist |k, X| gleich 1 oder O, je nachdem ob X ein
Punkt von % ist oder nicht.
Ist x =(ky, ..., k) bzw. x =0, so sei

2, X| == > ki, X| bzw. |% X|==0.
i—=1

%, X| gibt die Anzahl derjenigen Kreise der Folge k..., k. an, die den
Punkt X enthalten.
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Ist w==(X,, ..., X,) ein Punktsystem und % ein Kreis, so sei |7, k|
die Anzahl derjenigen Punkte der Folge X,..., X,, die auf &k liegen. Ist
=0, so sei |z, k|=0.

Ist 7=(m, &), so sei |y, k|=/s, k|+|¢ k|. |y, k| bedeutet die gemein-
same Anzahl derjenigen Punkte und Kanten von y, die zu & gehoren.

(3.2.2) Es seien ¢ und v zwei ganzwertige Funktionen, die auf samt-
lichen Punkten und Kanten des Graphen, d. h. auf der Menge @ U & defi-
niert sind. Sind Xi,..., X, und e,...,e, die Punkte bzw. die Kanten des
Kreises &, so wollen wir jetzt unter dem vy-Werf von k den Wert

plk =2 p(X)+ 2 vled
verstehen. Ist k=0, so sei w[k]=0.

Fiit x=(ky, ..., ks), w=(Xy, ..., Xu) und y = (7, &) sei ][] = > wki],
1=1

gl =3 ¢(X) und gl =gl + gl

Fiir =0 und x=0 sei ¥[x]=0 und ¢[z]==0.

Wir nennen ein Kreissystem x aufnehmbar bzw. fiillend, wenn fiir jedes
X und x |x, X| = ¢(X) und |%, x| = @(x) bzw. |%, X| = ¢(X) und | x| =
= g(x) gilt.

Ein Punkt-Kantensystem y heiBt kreisaufnehmbar bzw. kreisfiillend, wenn
fiir jeden positiven Kreis k |y, k| = y[k] bzw. |y, k| = y[k] gilt.

In (3. 2.8) werden wir unter Beniitzung eines Gedankens von FORD
und FULKERSON aus den Sitzen (3.1.4) und (3. 1.5) die folgenden Verall-
gemeinerungen ableiten:

(3.2.3) Sarz. Ist I endlich und gilt fiir jedes X und x ¢ =0, so ist
das Maximum der +-Werte der aufnehmbaren positiven Kreissysteme gleich
dem Minimum der ¢-Werte der kreisfiillenden Punkt-Kanfensysteme.

(3.2.4) Sarz. Ist I' endlich und gilt fiir jeden positiven Kreis k die
Ungleichung ~p[k] = O, gibt es ferner zu jedem Punkt X bzw. zu jeder Kante
x mit p(X) >0 bzw. @(x) >0 einen positiven Kreis, der den Punkt bzw. die
Kante enthdll, so ist das Minimum der -Werte der fiillenden Kreissysteme
gleich dem Maximum der ¢-Werte der kreisaufnehmbaren Punkt-Kanten-
systeme.

Man kann leicht einsehen: Gilt fiir jedes X ¢(X)== oo (d.h. sind
samtliche ¢(X) Werte geniigend grof), und fiir jedes X w(X)=0, so erhilt
man aus (3. 2. 3) den Satz (3. 1. 4). Ist fiir jedes X ¢(X)=0 und ¥(X)=0,
so ergibt (3.2.4) den Satz (3. 1. 5).
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(3.2.5) Wegen der Anwendungen haben einige Spezialfiile von (3. 2. 3)
und (3. 2. 4) besondere Bedeutung, und zwar bei (3.2.3) der Fall, wo fiir
jedes x @(x)==occ und fiir jedes X ¥(X)=0 ist, bei (3. 2.4) der Fall, wo
fiir jedes x @(x)=0 und fiir jedes X y(X)=0 gilt. Wir wollen einige in
diesen Fillen auftretende Vereinfachungen hervorheben.

Die Aussage, daff ein Kreissystem x aufnehmbar bzw. fiillend ist, be-
deutet jetzt, daB |x, X| = ¢(X) bzw. |, X| = ¢(X) fiir jeden Punkt X besteht.
Wir werden ein solches Kreissystem punktaufnehmbar bzw. punkifiillend
nennen.

Der y-Wert eines Kreises ergibt sich als die Summe der y-Werte sei-
ner Kanten.

Bei der Aufsuchung des Minimums bzw. des Maximums der ¢-Werte
konnen wir uns auf kantenlose Punkt-Kantensysteme, d. h. einfach nur auf
Punktsysteme beschranken. Ein Punktsystem s ist dann kreisfiillend bzw.
kreisaufnehmbar, wenn fiir jedes positive k |7, k| = @[k] bzw. |7, k| = ¢[k]
gilt.

Wir sehen so, dafl in der Tat nur die zu den Punkten gehdrigen ¢-
Werte bzw. zu den Kanten gehorigen w-Werte eine Rolle spielen, also wir
kénnen uns auf solche Funktionen ¢ bzw. +p beschrinken, die nur auf Punk-
ten bzw. Kanfen definiert sind. Mit solchen Funktionen formulieren wir die
betrachteten Spezialfille folgendermaBen :

(3.2.6) Sarz. Ist I' endlich und ist ¢ =0, so ist das Maximum der
y-Werte der punktaufnehmbaren positiven Kreissysteme gleich dem Minimum
der q~Werte der kreisfiillenden Punkisysteme.

(3.2.7) Satz. Ist I' endlich und gilt (k] = 0 fiir jeden positiven Kreis
k, gibt es ferner zu jedem Punkt X mit ¢(X)>0 einen positiven Kreis, der
X enthdlt, so ist das Minimum der y-Werte der punkifiillenden positiven
Kreissysteme gleich dem Maximum der «¢-Werte der kreisaufnehmbaren Punkt-
systeme.

(3.2.8) Wir beweisen nun die Sitze (3.2.3) und (3.2.4) dadurch,
daB wir sie auf die Satze (3.1.4) bzw. (3.1.5) zuriickfiihren. Zu diesem
Zwecke konstruieren wir, nach einem Verfahren von FORD und FULKERSON
(I6], S. 212), aus I’ einen neuen Graphen I”. Die Konstruktion kann man
kurz folgendermafen beschreiben: Wir zerspalten einen jeden Punkt X von
I' in zwei Punkte X~ und X" und fiigen die in X einlanfenden Kanten zu
X, die von X auslaufenden zu X, ferner verbinden wir X~ mit X™ durch
eine neue, aus X~ nach X' laufende Kante px.

Aus den Funktionen ¢ und v, die auf den Punkten und Kanten des
Graphen I” definiert sind, bilden wir zwei neue Funktionen ¢’ und ', die
nur auf den Kanten von I'” definiert sind:
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Ist x eine auch in I" vorkommende Kante von I, so sei ¢'(x)=¢(x)
und ¢'(x) =(x). Fiir eine neue Kante yx sei ¢’ (yx) = ¢(X) und ¢'(yx)=
= (X).

Y je)der positive Kreis von I'" enthilt mit einem Punkte X~ (bzw. X¥)
den Punkt X* (bzw. X7) und die Kante yx. Dies ermoglicht uns, dal wir
zwischen den positiven Kreisen und dementsprechend zwischen den positiven
Kreissystemen der Graphen I" und /" eine sich natiirlicherweise ergebende
ein-eindeutige Zuordnung errichten. Es ist leicht ersichtlich, daB bei dieser
Zuordnung die entsprechenden Kreissysteme gleichzeitig aufnehmbar bzw.
kanteaufnehmbar, sowie gleichzeitig fiillend bzw. kantefiillend sind; ferner,
daf die - bzw. y'-Werte der entsprechenden Kreise einander gleich sind.

Gleichfalls kann man eine natiirliche Zuordnung zwischen den Punkt-
Kantensystemen von I" und den Kantensystemen von [ errichten. Hier sind
die entsprechenden Systeme gleichzeitig kreisaufnehmbar bzw. kreisfiillend,
sowie besitzen sie gleiche ¢- bzw. ¢’-Werte.

Laut der obigen konnen wir nun feststellen: Der auf 7 ausgesprochene
Satz (3.1.4) bzw. (3.1.5) ergibt den auf I" beziiglichen Satz (3. 2. 3) bzw.
3.2. 4).

3. 3. Beliebige Kreissysteme

(3.3.1) Man kann einen zu (3.2.3) dhnlichen Satz auf beliebige —
nicht nur positive Kreise enthaltende — Kreissysteme aussprechen. Wir wol-
len jedoch hier uns nur mit demjenigen Satz beschiftigen, der dem Spezial-
fall von (3. 2.6) entspricht.

Es sei also ¢ bzw. ¢ nur auf allen Punkten bzw. Kanten definiert.
Wir untersuchen nun solche Punktsysteme sz, die mit jedem — nicht nur
positiven — Kreis k die Ungleichung |-, k| = w[k] erfiillen. Wir nennen
diese Punktsysteme b-kreisfiillend.

Es besteht nun der folgende Satz:

(3. 3.2) Satz. Ist I endlich und ist ¢ =0, so ist das Maximum der
yw-Werte der punktaufnehmbaren Kreissysteme gleich dem Minimum der ¢-
Werte der b-kreisfiillenden Punktsysteme.

BEwEis. Wir fithren unseren Satz auf (3.2.6) zuriick (s. [1], S. 217
und [6], S. 211). Durch Hinzunahme von neuen Kanten errichten wir aus I
einen Graphen I wie folgt: Wir nehmen zu jeder Kante x = x(X’X") von
I' eine neue Kante X —=X(X"X’) mit y(X)=—1(x) auf. Nennen wir einen
Kreis, der aus zwei zueinander gehdrigen Kanten x und X besteht, einen
0-Kreis, so hat jeder O-Kreis den ¥-Wert Null. Lassen wir dann aus einem
positiven punktaufnehmbaren Kreissystem »' von I die eventuell vorkommen-
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den O-Kreise weg, so bilden die zuriickbleibenden Kreise ein positives punkt-
aufnehmbares Kreissystem von I, das den gleichen yw-Wert besitzt wie .
Demzufolge kdnnen wir uns bei der Untersuchung des Maximums der v-Werte
auf diejenigen positiven Kreissysteme beschrinken, die keinen O0-Kreis ent-
halten.

Wenn man jedoch von den 0-Kreisen absieht, so kann man zwischen
den positiven Kreisen von I'" und sdmtlichen Kreisen von I' eine sich in
natiirlicher Weise ergebende ein-eindeutige Zuordnung errichten (man ersetze
in jedem Kreis von [’ eine jede neue Kante X durch —x). Bei dieser Zu-
ordnung stimmen die Punkte und die -Werte der entsprechenden Kreise
tiberein. Durch die Zuordnung der Kreise entsteht eine solche ein-eindeutige
Abbildung der O-kreislosen, positiven Kreissysteme von I auf sédmtliche
Kreissysteme von I, wo die entsprechenden Systeme gleichzeitig punktauf-
nehmbar sind und den gleichen w-Wert besitzen,

Anderseits kann man leicht einsehen, dall wenn ein Punktsystem in I”
kreisfiillend ist, so es in I" b-kreisfiillend ist — und umgekehrt.

Nach den obigen kann man nun feststellen: Der auf I ausgespro-
chene Satz (3. 2.6) ergibt den auf I” beziiglichen Satz (3. 3. 2).

BEMERKUNG. Ahnlich wie der Satz (2.1.6) lassen sich auch die Sétze
(3.2.3) und (3. 3.2) auf unendliche Graphen ausdehnen.

§4

In diesem Paragraphen leiten wir einige Maximum-Minimum Sétze iiber
Weg- und Kantensysteme ab. Wir erhalten diese Satze dadurch, daB wir die
Satze (3. 2.6) und (3.2.7) auf spezielle Graphen bzw. Bewertungen anwen-
den. Entsprechend den Sitzen (3.2.6) und (3.2.7) soll immer in §4 die
Funktion ¢ nur auf den Punkten, die Funktion + nur auf den Kanten defi-
niert sein.

Wir bemerken, daf unser Verfahren auch auf die Sitze (3.1.4) und
(3.1.5) bzw. (3.2.3) und (3. 2.4) anwendbar ist.

4. 1. Wegsysteme

(4.1.1) Es sei @ die Menge der Punkte des gerichteten Graphen I,
@, und @; seien zwei — in § 4 festgehaltene — nichtleere, elementfremde
Teilmengen von @. Wir werden die Punkte von @, bzw. @y e-Punkle bzw.
#-Punkte nennen. o sowie o sollen im folgenden einen beliebigen der Buch-
staben ¢ und @ bezeichnen. Ein Weg heift oo-Weg, wenn sein Anfangspunkt
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ein o-Punkt, sein Endpunkt ein o-Punkt ist, und wenn seine inneren Punkte
weder e- noch 8-Punkte sind.

Es sei w ein beliebiger Weg und X ein beliebiger Punkt. Der Wert
des Zeichens [w, X] soll gleich 1 oder O sein, je nachdem X auf w liegt
oder nicht. (Der in (3. 2. 1) eingefiihrte Wert |w, X| stimmt aufier den Rand-
punkten von w mit [w, X] iiberein, in den Randpunkten gilt jedoch 2|w, X|=
=[w, X])

Unter einem Wegsysfem o= (w,, ..., w,) verstehen wir eine solche Folge
der «B-Wege w;, wo ein Weg auch mehrmals vorkommen kann. Systeme,
die sich nur in der Reihenfolge ihrer Elemente unterscheiden, werden als
gleich betrachtet. Die ,leere Folge“ (w —=0) sei auch ein Wegsystem.

Das System o heifit positiv, wenn alle seine Wege positiv sind, oder
wenn o =0 ist.

Es sei [w, X]= Z[wl, X] bzw. [w, X}=0, wenn o —0 ist. [w, X]

bedeutet die Anzahl derjemgen Wege der ‘Folge w,, ..., w,, die den Punkt
X enthalten.

Ist n=(Xi,..., X,) ein Punktsystem und w ein Weg, so sei [n, w]=

"

=D'[w, X]]. Ist z=0, so sei [z, w]=0. [;r,w] bedeutet die Anzahl der-

=1

jenigen Punkte von s, die auf w liegen.
Ist w=(X1,..., Xs) und w=w,...,w,), so sei

# " vy

[, 0] = Z[vr w1~22[w1,X1—2[ Xi\.

=] J_

Ist 7=0 oder @ =0, so sei [7r,w]=0
Durch die Vereinigung der Wege der Systeme o, ..., w, entsteht ein
neues System, das wir mit w—(w,,..., ®,) bezeichnen wollen. Es gilt

[0, X] = > [, X] fiir jeden beliebigen Punkt X.
=1

(4. 1.2) Es seien @(X) und (x) zwei ganzwertige Funktionen, die auf
den Punkten bzw. Kanten des Graphen definiert sind.

Wir nennen das Wegsystem o punktaufnehmbar bzw. punktfiillend,
wenn fiir jedes X [0, X] = ¢(X) bzw. [w, X] = ¢(X) besteht. Die Menge
der positiven punktaufnehmbaren bzw. punktfiillenden Wegsysteme bezeichnen
wir mit £, bzw. £2;.

Der -Wert des Wegsystems o —=(wy, ..., w.), ¥[w] ist gleich der
Summe der w-Werte der Wege w;. (Der w-Wert eines Weges ist gleich der
Summe der y-Werte seiner Kanten.) Ist w—0, so sei y[w]—=0. Ist a—

m

= (1, ..., ®a), S0 ist Wlw] :’gw[wi].
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Ein Punktsystem sz heifit wegaufnehmbar bzw. wegfiillend, wenn fiir jeden
positiven ef-Weg w die Ungleichung [z, wl = [w] bzw. [, wl= v [w] gilt.
Gibt es keinen positiven «f-Weg, so betrachten wir das Punktsystem :t=0
als wegfiillend.

Ist .t wegaufnehmbar bzw. wegfiillend, so kann man leicht einsehen,
daB fiir jedes positive Wegsystem o [7, w] = [w] bzw. [, o] = ¢ [o] gilt.

Wir bezeichnen die Menge der wegaufnehmbaren bzw. wegfiillenden
Punktsysteme mit R, bzw. R;.

4. 2, Satze iiber punktaufnehmbare Wegsysteme

In diesem Abschnitt spielen folgende Bedingungen eine Rolie:
4.2.1) p=0.

(4.2.2) (1) Jeder positive fa-, aa- und 88-Weg besitzt einen nicht-
positiven ap-Wert.

(2) Jeder positive Kreis besitzt — mit Ausnahme jener Kreise, die gleich-
zeitig @- und 8-Punkte enthalten — -einen nichtpositiven - Wert.
Es besteht nun der folgende Satz:

(4.2.3) Satz. Ist I" endlich und bestehen die Bedingungen (4.2.1) und
(4.2.2), so gilt
max v [w]=min ¢ [7].
ocQ, AE€Ry
Bewess. (I) Man kann aus unseren Bedingungen leicht einsehen, dab

die Werte w, = max ¥ [w] und ;= min ¢[n] existieren. Den Beweis der
wEu‘?a ﬂERf

Behauptung w, = u, werden wir durch die Konstruktion eines neuen Graphen
I auf den Satz (3.2.6) zuriickfiihren. I entsteht aus I" dadurch, dall wir
einen jeden g-Punkt mit einem jeden e-Punkt durch je eine neue, von dem
@-Punkt zu dem e-Punkt gerichtete Kante verbinden. Ferner soll jede neue
Kante den v-Wert Null erhalten.

(II) Wir ordnen zu einem jeden positiven Kreis k von I ein solches
positives Wegsystem ;. von I” zu, fiir welches mit jedem X die Ungleichun-
gen [ox, X}=|k, X| und v [wi] = [£] bestehen.

Enthdlt & nicht gleichzeitig @- und g-Punkte, so kann k keine neue
Kante enthalten, also ist k ein positiver Kreis von 7" und nach (4.2.2) (2)
ist w[k]=0. Wir setzen jetzt w:=0.

Nehmen wir nun an, daf k gleichzeitig a- und g-Punkte enthdlt. Diese
Punkte zerlegen den Kreis in sich einander anschliefende positive Wege
Vet (n=2). Jeder Weg w; ist entweder ein po-Weg, oder er besteht
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aus einer einzigen neuen Kante. Nach unseren Annahmen kann also v [v;] > 0
nur dann eintreten, wenn ¢; ein «f-Weg ist. Gibt es zwischen den v; keinen

af-Weg, so ist y[k] = Z#’ [v]J=0 und wir setzen dann w,=0. Sind

einige v; ef-Wege, so wollen wir diese mit w,,..., w, bezeichnen. Wir
setzen jetzt wr=(wi, ..., ws). Es gilt dann

wiol =2 v = Xyl — v 4

und es ist fiir jedes X [w;, X]=|k, X|, da w; und w; (i=Fj) gemeinsame
Punkte nicht enthalten konnen.

(II) Es sei »=(ki,..., k.) ein nichtleeres, positives Kreissystem von

I'". Wir ordnen zu x» das positive Wegsystem o, = (ws,, ..., o) ZU, WO oy,

jenes Wegsystem bezeichnet, das laut (II) zu k; gehort. Ist x=0, so sei

m,,==0. Mit Hilfe dieser Zuordnung beweisen wir die Ungleichung wu; = ui,

WO ui=max [x] ist, und K7 die Menge der positiven, punktaufnehmbaren
*CK,

Kreissysteme von I bezeichnet. Ist namlich »=(k,,..., k) ein nichtleeres
positives Kreissystem von I”, so gilt

) plod=2 o =2 vkl =yl
und fiir jeden Punkt X besteht

(0., X1= D 0w, X]= D1 kiy X| =2, X|.
’ =1 i—1

Ist weiterhin x € K7, so gilt fiir jedes X |%, X| = ¢ (X), also gilt [w,, X] = ¢(X),
d.h. ,€8,. Die gleichen Behauptungen treffen auch im Falle x=0 zu.
Aus (%) und w,.€£2, folgt nun p, = .

(IV) Wir beweisen, daf w, =g{ ist. Zu diesem Zwecke erginzen wir
einen jeden positiven ¢8-Weg w von I' zu einem positiven Kreis %, von 7.
Die Ergénzung erfolgt durch Hinzunahme derjenigen neuen Kante, die von
dem Endpunkt zum Anfangspunkt des Weges w fiihrt. Offenbar gelten die
Gleichungen v [k.}= [W], |k, X|=[w, X] fiir jedes X.

Ist @==(w,,...,w,) ein beliebiges, nichtleeres, positives Wegsystem,
$O sei %= (Ku,, ..., ku,). Ist ®=0, so sei x,=0. Es bestehen die Giei-
chungen ¢ [x,] =y [w], |%., X| = [0, X] fir jedes X. Man sieht, daB aus
w€ &2, die Behauptung »€ K folgt. Aus den obenstehenden folgt nun w; = u{.

() und (IV) ergeben die Gleichung u; = uj.

(V) Bezeichnen wir mit I1; die Menge der kreisfiillenden Punktsysteme
von I. Wir zeigen, daf IT;= R; ist.

12 Acta Mathematica 1X/3—4
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Ist w=(Xi,..., X,) €R; und ist k£ ein beliebiger positiver Kreis von 7™,
so gilt mit den Bezeichnungen und nach den Behauptungen von (II)

|7t k| — 2,\kX|—Z[wz,i [, o] = v (o] = [4].

Es ist daher € ll;.
Ist umgekehrt = (X, ..., X,) €II; und ist w ein beliebiger positiver
a3-Weg, so gilt mit den Bezeichnungen und nach den Behauptungen von (1V)

— [, X = Zku,X} |75, K| = 4 [l = [W].

t=1

Es ist daher € Ry.
(Die gleichen Behauptungen treffen auch im Falle t=0 zu.)
Aus den obigen folgt IT;= R;.
Nun folgt endlich aus (3.2.6), u,=pui und II;= R, der Satz (4.2.3).

BEmERKUNG. Durch Hinzunahme der folgenden Bedingungen kann man
den Satz (4. 2.3) auf unendliche Graphen tbertragen:

(1) Die y-Werte der positiven, punktaufnehmbaren e« 8-Wege sind von oben
beschrankt.

(2) Die Anzahl der O-Punkte ist endlich. (Ein Punkt heifit O-Punkt, wenn
p(X)=0 gilt.)

(3) Die y-Werte jener positiven «8-Wege, die 0-Punkte enthalten, sind von
oben beschrankt.

(4.2.4) Im folgenden wenden wir den Satz (4.2.3) auf einige spezielle
Graphen bzw. y-Bewertungen an.

Ein gerichteter Graph heift azyklisch, wenn er aufier dem Kreis k=0
keinen positiven Kreis enthdlt. Es gilt nun der folgende Satz:

(4.2.5) Satz. Ist I' endlich und azyklisch, treten ferner die «-Punkie
nur als Anfangspunkte, die (-Punkte nur als Endpunkfe von Kanten auf,
so gilt mit jeder beliebigen w-Bewerfung

max  [w] =min ¢ [7],
wEL, TER r

vorausgesetzt, daji ¢ =0 ist.

Der Graph kann ndmlich keinen positiven fa-, ee- und p@-Weg, und
auBer k=0 keinen positiven Kreis enthalten. Die Bedingungen (4. 2. 2) sind
daher erfiillt.

Ist der Anfangspunkt einer jeden Kante ein e-Punkt und der Endpunkt
ein g-Punkt, so liegt ein spezieller Fall von (4.2.5) vor. Es ist jetzt I" ein
paarer Graph ([13], S. 170) und die positiven «$-Wege reduzieren sich auf
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Kanten, die positiven Wegsysteme auf Kantensysteme. Man kann ferner den
Satz auch auf ungerichtete Graphen aussprechen.

(4. 2. 6) Betrachten wir einen ungerichteten QGraphen und es seien auf
dessen Punkten bzw. Kanten die ganzwertigen Funktionen ¢(X) bzw. v (x)

definiert. Ist e =(x,, ..., x,) ein Kantensystem, so sei 1}/[8]:; w(x;). Ist

e=0, so sei y[¢]=0.

Wir nennen das Kanfensystem & 1-aufnehmbar bzw. 1-fiillend, wenn fiir
jeden Punkt X die Anzahl derjenigen Kanten von & die zu X inzident sind,
nicht grofier bzw. nicht kleiner als ¢ (X) ist. Ferner heifit das Punkitsystem
7t 1-aufnehmbar bzw. 1-fiillend, wenn fiir jede Kante x die Anzahl derjenigen
Punkte von s, die zu x inzident sind, nicht grofier bzw. nicht kleiner als
W(x) ist.

Nach (4.2.5) kann man nun folgenden Satz formulieren (s. [6], S.
214—218):

(4.2.7) Satz. Bei jedem ungerichteten, endlichen paaren Graphen ist
das Maximum der +p-Werte der 1-aufnehmbaren Kantensysteme gleich dem
Minimum der ¢-Werte der 1-fiillenden Punktsysteme, vorausgesetzt, daf;
¢ =0 gilt.

Im Falle ¢ =1 ergibt (4. 2. 7) den in der Einleitung erwihnten Eger-
varyschen Satz.

(4.2.8) Es seien jetzt der Graph und die Mengen @, und @ beliebig,
die Funktion v (x) soll jedoch folgendermafien gewihlt werden: Sind beide
Randpunkte einer Kante x «-Punkte, oder ist kein Randpunkt von x ein
a-Punkt, so sei v (x)=0. Ist nur der Anfangspunkt bzw. der Endpunkt von
x ein «-Punkt, so sei ¥ (x)=1 bzw. ¥ (x) =—1.

Es folgt aus diesen Bedingungen, daf die vy-Werte der positiven «f-,
Ba-, aa-, 86-Wege, in dieser Reihenfolge, gleich 1, —1,0,0 sind, und daB
fiir jeden positiven Kreis k v [k]=0 gilt. Daraus folgt jedoch, daf + (x) den
Bedingungen (4. 2. 2) geniigt.

Ist weiterhin = (wy, ..., w,) ein positives Wegsystem, so gilt vy [w] ==

=Z¢[w,-]=n. Y[w] gibt also die Weganzahl von o an.
=1

Ein Punktsystem sz ist jetzt dann und nur dann wegfiillend, wenn jeder
positive «-Weg mindestens einen Punkt von s enthilt. Nach (4. 2.3) gilt
nun der folgende Satz:

(4.2.9) Sarz. Ist der Graph endlich und gilt ¢ =0, so ist das Maximum
der Weganzahlerr der punktaufnehmbaren positiven Wegsysteme gleich dem
Minimum der @-Werte der wegfiillenden Punktsysteme.

12%
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Dieser Satz ist im wesentlichen einem Falle des ,max-flow min-cut®
Satzes gleich (s. [1], [6]).

Ist ¢ =1, so ergibt (4.2.9) den auf gerichtete Graphen formulierten
Mengerschen Satz ([7], S. 188).

BEMERKUNG. Die in (4.2.9) nicht enthaltenen Fille des ,max-flow
min-cut Satzes ([1], [5], [6], [7]) kann man aus dem Satz (3.2.3) und aus
den unter (3.3.1) bzw. (4. 2. 10) erwdhnten Sétzen herleiten.

(4.2.10) Von (3. 3.2) ausgehend kann man einen dem Satze (4. 2. 3)
dhnlichen Satz erhalten, in dem die Positivitit der Wege nicht verlangt wird.
Wir konnen die in (4. 2.8) definierte y-Funktion auch hier anwenden. Auf
diese Weise kann man zu dem auf ungerichtete Graphen beziiglichen ,max-
flow min-cut® Satz und zu dem Mengerschen Satz ([14], S. 222) gelangen.

4, 3. Sitze iiber punktfiillende Wegsysteme

Ahnlich wie den Satz (4.2.3) kann man mit Hilfe von (3.2.7) den
folgenden Satz beweisen:

(4.3.1) Satz. Ist I' endlich und azyklisch, kommen ferner die «-Punkte
nur als Anfangspunkte, die 8-Punkte nur als Endpunkte von Kanfen vor,
sind schlieflich die -Werte der positiven «8-Wege nicht negativ, so gilt

min ¥ |w]=max ¢ [-],
we&?f NER,

vorausgesetzt, daf3 §2y nicht leer ist.
Wir heben zwei Spezialfille von (4. 3. 1) hervor.

(4.3.2) I' soll nur e- und @-Punkte enthalten. Der Graph ist dann
paarer und an die Stelle der Wegsysteme treten Kantensysteme. Ahnlich wie
bei (4.2.5) kann man jetzt wieder den Satz auf ungerichtete Graphen for-
mulieren (s. (4.2.6) und [6], S. 214—218):

(4.3.3) SATzZ. Bei jedem endlichen, ungerichteten paaren Graphen ist
das Minimum der -Werte der 1-fiillenden Kantensysteme gleich dem Maxi-
mum der ¢-Werte der 1-aufnehmbaren Punkisysteme, vorausgesetzt, dafs
w=0 gilt.

Daf iiberhaupt ein 1-fiillendes Kantensystem existiert, folgt jetzt aus der
Annahme (2) des Abschnittes 1. 1.

Derjenige Fall von (4.3.3), wo ¢ =1 und y=1 ist, stammt von
D. Konig (miindliche Mitteilung, 1932).
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(4.3.4) Der Graph soll nur die in (4.3.1) gesteliten Bedingungen
erfiillen. Wir definieren die Funktion v folgendermafien: fiir jede Kante x,
die von einem e-Punkt auslduft, sei y(x)=1, fiir jede andere Kante x sei
W (x)==0. Ist jetzt w ein positiver «8-Weg, so gilt v [w]==1 und daher gibt
ylw] die Weganzahl des Systems w an. Ein Punktsystem sz ist dann und
nur dann wegaufnehmbar, wenn jeder positive «f-Weg hdchstens einen Punkt
von st enthdlt. Nach (4. 3. 1) gilt nun der folgende Satz:

(4.3.5) Satz. Ist I' endlich und azyklisch und treten die «-Punkte nur
als Anfangspunkte, die 8-Punkte nur als Endpunkte von Kanten auf, so ist
das Minimum der Weganzahlen der punkifiillenden positiven Wegsysteme
gleich dem Maximum der ¢-Werte der wegaufnehmbaren Punktsysteme, vor-
ausgesetzt, daf irgendein positives punkifiillendes Wegsystem existiert.

Ist ¢ =1, so gibt (4.3.5) einen von DILWORTH stammenden, sich auf
halbgeordnete Mengen beziehenden Satz fiir endliche Mengen an ([2],S. 161, 1. 1).

4.4. Weitere Sidtze iiber ungerichtete Graphen

(4-4.1) In Abschnitt 4.4 sollen folgende Annahmen gelten:

I’ sei ein ungerichteter, endlicher Graph, ¢ (X) und v (x) seien ganz-
wertige, nichinegative Funktionen, die auf den Punkten bzw. auf den Kanten
von I" definiert sind. Unter Ketten wollen wir nur positive Ketten, d. h. nur
nichtnegative, ganzwertige Funktionen f(x) verstehen.

(4.4.2) Wir definieren die Begriffe ,x ist eine Kante von f, ,die
Anzahl der Kanten von f“, ,die Anzahl der zu X inzidenten Kanten von f¢,
»cin zu f gehoriger Punkt“ wie in (1. 2. 4), die Zeichen v [f] und |f, X| wie
in (2.1.2) bzw. (3.2.1).

Wir heben hervor, daff |f, X| die halbe Zahl der zu X inzidenten Kanten
von f bedeutet. Die volle Anzahl der zu X inzidenten Kanten von f heift
der Grad von X in f. Ist der Grad gerade, so ist |f, X| eine ganze Zahl, ist
er ungerade, so ist |f, X| eine halbe Zahl. Bezeichnet ; die Summation nach

samtlichen Punkien des Graphen, so folgt aus
2IEX=2Z 2@ X) =270 (2 X)) — Zf (),

dafl fir jede beliebige Kette f die Anzahl derjenigen Punkte, die in f einen
ungeraden Grad besitzen, gerade ist.

Wir nennen jetzt eine Kette f geschlossen (Zyklus), wenn sie keinen
Punkt ungeraden Grades (in f) enthilt.
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Gibt es zu der Kette f eine Folge X;x, Xi... X.-1x, X, (n=1) mit
lauter verschiedenen Punkten, und sind X;; und X; die Randpunkte von
x; (i=1,...,n), gilt ferner f(x;)=1 (i=1,...,n)und f(x)==0, wenn x mit
keiner der x; zusammenfillt, so heift f ein Weg. X,ox X;...Xo-1X, X, ist
eine zu f gehorige Folge, X, und X, sind die Randpunkte von f.

Die geschlossene Kette k wollen wir einen Kreis nennen, wenn entweder
k=0 ist, oder wenn es eine solche Kante x gibt, fiir die f=k—2x ein Weg
ist. Nach dieser Definition ist auch eine solche Kette f(x) ein Kreis, die eine
Kante x’ mit f(x")=2 enthalt und fiir die f(x)=0 fiir x==x" ist. Einen
solchen Kreis werden wir eine zweifache Kante nennen.

Dem Satz (1. 2.7) entsprechende folgende Behauptung kann man leicht
durch Induktion beweisen:

(4.4.3) Jede geschlossene Kette kann man als Summe von Kreisen
darstelien.

Durch eine einfache Schlufiweise, die dem Beweis von (1.2.9) dhnlich
ist, gelangt man aus (4. 4. 3) zum folgenden Satz:

(4. 4.4) Jede ungeschlossene Kette f kann man als Summe von einer
geschlossenen Kette und von solchen Wegen, die keine gemeinsame Rand-
punkte haben, darstellen. Jeder Weg verbindet zwei solche Punkte, die in f
ungeraden Grad besitzen.

(4.4.5) Wir nennen die Kette f punktaufnehmbar bzw. punkifiillend,
wenn fiir jedes X |f, X| = ¢(X) bzw. [f, X = @(X) gilt. Wir bezeichnen
die Menge der punktaufnehmbaren bzw. punktfiillenden Ketten mit F. bzw.
F;, die Menge der punktaufnehmbaren bzw. punktfilllenden geschlossenen
Ketten mit G, bzw. G, (G, CF,, G;< Fy).

(4.4.6) Es gilt
max y[f] = max y[g]
€ P GEGa
BewEIs. Die Existenz der Maximumwerte kann man leicht einsehen,
und so geniigt es nur zu zeigen, daf es zu jedem fvon F, ein g von G. mit
Yigl = ylf] gibt.
Es sei f ein beliebiges Element von F,. Ist f geschlossen, so ist unsere
Behauptung trivial. Ist f nicht geschlossen, so betrachten wir eine dem Satz

m

(4. 4. 4) entsprechende Darstellung f= g’—’rz fi (g’ ist geschlossen, die f;

sind Wege ohne gemeinsame Randpunkte (m = 1)).
Wir wollen jeden Weg f; durch eine geschlossene Kette g, ersetzen.
Betrachten wir nun einen Weg f; und es sei Xox; X... X, 1X: X, eine zu fi
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gehorige Folge. Wir konstruieren folgende Summen:

b= D) (1 =2r—1=0)
7=1

Wy = i‘y;(xgj) (n—1=2s=n).
=1

Die Definition von g; lautet: Ist ¢, =, so sei g:(xy.1)=2 (=1,...,7),
und fiir jede andere Kante x sei gi(x)=—0. Ist ¥, <, so sei gilxe)=2
(j=1,...,s), und fiir jede andere Kante x sei g:(x)=0.

Wie ersichtlich, ist g; geschlossen und es gilt ¥[gi] = w[fi]. AuBerdem
besteht |g;, X|=1f;, X| fiir jedes X mit Ausnahme von X, und X, und es
gelten
1

g Xl = If Xl £,

1
|gi, )(nl = ’fu Xﬂ] T o

m

Daraus folgt (¢(x) ist ganzwertig!), dab die Kette g— g’ -+ > g:ein Element
=1

von G, ist und y¢[g] = y[f] gilt.
Abnlicherweise kann man auch die folgende Behauptung beweisen:

(4.4.7) Es gilt

min y[f] = min y[g}.
= 96,

(4.4.8) Wir nennen ein Punktsystem st 2-aufnehmbar bzw. 2-fiillend,
wenn die halbe Anzahl der Punkte von s, die zu einer jeden Kante x inzi-
dent sind, nicht grofier bzw. nicht kleiner als w(x) ist.

Unter Berficksichtigung der zweifachen Kanten kann man leicht einsehen,
dafi ein Punktsystem sz dann und nur dann 2-aufnehmbar bzw. 2-fiillend ist,
wenn es , kreisaufnehmbar® bzw. kreisfiillend“ ist, d. h. wenn fiir jeden
beliebigen Kreis & |-, k| =w[k] bzw. |, k| = v[k] gilt, wo |, k| die Anzahl
der auf k& liegenden Punkte von st bedeutet.

Bezeichnen wir mit /1, bzw. 11, die Menge der 2-aufnehmbaren bzw.
2-fiillenden Punktsysteme, so konnen wir den folgenden Satz aussprechen:

(4.4.9) Es gilt

max y[g] = min ¢[x].
g€G, n€Il,

BEWEIS. Bilden wir aus I" den gerichteten Graphen I'” in solcher Weise,
dafi wir zu einer jeden Kante x von I je eine neue Kante ¥ mit den glei-
chen Randpunkten hinzunehmen und dann x und X mit entgegengesetzten
Richtungen versehen (s. [1], S. 217 und [6], S. 211). Es sei w(x)=(x).
Man kann in nattirlicher Weise zu jedem Kreis & von I je einen positiven
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Kreis k' von I'" mit den gleichen Punkten und mit dem gleichen -Wert
zuordnen — und umgekehrt. Mit Hilfe dieser Zuordnungen und (4. 4. 3) kann
man zu einem jeden Element von G, ein den gleichen «-Wert besitzendes,
punktaufnehmbares positives Kreissystem von /" konstruieren — und umge-
kehrt: Man kann ferner leicht nachweisen, dal} die Punktsysteme in I" und
in I'" gleichzeitig kreisfiillend sind oder nicht.

Nach den obigen Behauptungen konnen wir nun feststellen: Der auf 1™
angewendete Satz (3.2.6) ergibt den auf I” ausgesprochenen Satz (4.4.9).
Ahnlicherweise kann man aus (3.2.7) den folgenden Satz ableiten:

(4.4.10) Es gilt
min y[g] = max g[s].
gEG, nell
(4.4.11) Wir nennen das Kanfensystem &= (x,...,x,) 2-aufnehmbar
bzw. 2-fiillend, wenn fiir einen jeden Punkt X die halbe Zahl der Kanten
von &, die zu X inzident sind, nicht groBer bzw. nicht kleiner als ¢(X) ist.
Diese Kantensysteme entsprechen offensichtlich den punkfaufnehmbaren bzw.
punktfiillenden Ketten.
Nach (4.4.6) und (4.4.9) bzw. nach (4.4.7) und (4.4.10) konnen
wir dann die folgenden Séfze aussprechen:

(4.4.12) SATz. Das Maximum der y-Werte der 2-aufnehmbaren Kanten-
systeme ist gleich dem Minimum der g-Werte der 2-fiillenden Punkfsysteme.

(4.4.13) Satz. Das Minimum der «-Werte der 2-fiillenden Kantensy-
steme ist gleich dem Maximum der ¢-Werte der 2-aufnehmbaren Punktsysteme.

BEMERKUNG. Man kann die Sitze (4.4.9) und (4.4.12) bzw. (4. 4.10)
und (4.4.13) auch aus dem Satz (4.2.7) bzw. (4.3.3) ableiten.

§5

Als Anwendung der gewonnenen Maximum-Minimum Satze leiten wir
in diesem Paragraphen einige Bedingungen fiir die Existenz von speziellen
Faktoren gerichteter und ungerichteter; -endlicher Graphen ab.

5.1. 1-Faktoren von gerichteten, endlichen Graphen

(5.1.1) Es sei I' ein gerichteter, endlicher Graph, der N Punkte enthdlt.
Unter einem 1-Faktor von I’ verstehen wir ein positives Kreissystem mit
folgender Eigenschaft: Durch jeden Punkt von [ geht ein und nur ein Kreis

des Systems ([16], S. 922).
Die gesamte Anzahl der Kanten, die zu den Kreisen eines 1-Faktors

gehoren, ist gleich N.
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Definieren wir die Funktionen ¢(X) und wy(x) so, daf fiir jeden Punkt
X bzw. fiir jede Kante x ¢(X)=1 bzw. ¥(x)=1 gelte, so ist ein positives
Kreissystem » dann und nur dann punktaufnehmbar bzw. punktfiillend, wenn
durch jeden Punkt hochstens bzw. mindestens ein Kreis des Systems geht.
Ferner gibt der v-Wert des Systems die Summe der Anzahlen der Punkte
der zu dem System gehorigen Kreise an, da die Anzahl der Punkte eines
Kreises der Anzahl seiner Kanten gleich ist. Daraus folgt, daB I" dann und
nur dann einen 1-Faktor besitzt, wenn das Maximum der y-Werte der punkt-
aufnehmbaren positiven Kreissysteme, oder das Minimum der -Werte der
punktfiillenden positiven Kreissysteme gleich N ist. Da jetzt ¢[sr] die Zahl
der Punkte des Punktsystems -z angibt, kann man nach (3. 2.6) und (3.2.7)
folgenden — zwei duale Behauptungen enthaltenden — Satz aussprechen:

(5.1.2) Sarz. Ein gerichteter, endlicher Graph mit N Punkten besifzt
dann und nur dann einen 1-Faktor, wenn es zu einer jeden Folge X, ..., X.,
die weniger (bzw. mehr) als N Punkte enthdlt (n = 1; derselbe Punkt kann
in der Folge mehrmals auftreten), einen solchen positiven Kreis gibt, der von
der Folge weniger (bzw. mehr) Elemente enthdlt, als die Anzahl der Punkte
des Kreises ausmacht.

(5.1.3) Aus (5.1.2) beweisen wir folgenden Satz von ORe ([15], S.
405, Theorem 2. 3. 2):

Jeder reguldire, gerichtete, endliche Graph besitzt einen 1-Faktor.

Einen gerichteten Graphen nennt man reguldr, wenn fiir jeden Punkt
die Anzahl der auslaufenden Kanten, sowie die Anzah! der einlaufenden
Kanten die gleiche Zahl j ist (j =1).

Die Kette z,=1, die jede Kante des Graphen mit der Multiplizitit 1
enthdlt, ist jetzt ein positiver Zyklus. Betrachten wir nun eine Zerlegung von
2, in positive Kreise k;: zp=k+ - +kn (M= 1,k=F0 (i=1,...,m)). Es
gehen dann durch jeden Punkt genau j Kreise von £k, ..., k.. Bezeichnet
v(k;) auch ferner die Anzahl der Kanten bzw. der Punkte von &; und |, k|
die Anzahl derjenigen Punkte eines Systems s ==(X,...,X,), die auf k
liegen, so bestehen folgende Gleichungen :

HL %

(*) : ;‘mkil:j”, 2 v(k)=jN,

=1
da jeder Punkt in den linksstehenden Summen genau j-mal vorkommt.
Gilt daher |7z, ki|=v(k;) fiir i=1,...,m, so folgt aus (%), dab n= N
ist. Wennalso n < N ist, so muB ein Kreis k; existieren, fiir den |7, k| < v(k;)
gilt. Daraus folgt aber nach (5. 1. 2), daB der Graph einen 1-Faktor besitzt.
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5. 2. Q-Faktoren von ungerichteten, endlichen Graphen

(5.2.1) Es sei I' ein endlicher, ungerichteter Graph, der N Punkte
besitzt. Unter einem Q-Faktor von I’ verstehen wir ein solches Kreissystem
von I, bei dem durch jeden Punkt von I ein und nur ein Kreis des Sy-
stems geht. Dabei wird eine durch eine einzige Kante reprasentierte ,,zweifache
Kante“ als Kreis betrachtet ([16], S. 930).

Es sei » ein beliebiger Q-Faktor. Nehmen wir die Kanten derjenigen
Kreise von %, die mehr als zwei Punkte enthalten, je einmal, und diejenigen
Kanten, welche die in » vorkommenden zweifachen Kanten reprdsentieren, je
zweimal in einer Folge an. So erhalten wir ein solches Kantensystem, bei
dem zu jedem Punkt von [ genau zwei Kanten des Systems inzident sind.
Umgekehrt kann man jedes solche Kantensystem in der angedeuteten Weise
aus einem Q-Faktor herleiten. Es ist klar, dafi in den erwdhnten Kantensy-
stemen die Anzahl der Kanten gleich N ist.

Es seien wieder ¢(X)=1 und ¥(x)=1. In diesem Falle ist ein Kan-
tensystem ¢ dann und nur dann 2-aufnehmbar bzw. 2-fiillend, wenn zu jedem
Punkt hochstens bzw. mindestens zwei Kanten von & inzident sind. Ferner
gibt y [¢] die Anzahl der Kanten von & an.

Daraus folgt, daB 7" dann und nur dann einen Q-Faktor besitzt, wenn
das Maximum bzw. das Minimum der Kantenanzahl der 2-aufnehmbaren bzw.
2-fiillenden Kantensysteme gleich N ist. Da ¢[n] wieder die Anzahl der
Punkte des Punktsystems sz angibt, kann man aus (4.4.12) und (4.4.13)
folgenden, zwei duale Behauptungen enthaltenden, Satz ableiten:

(5.5.2) Satz. Ein ungerichfeter, endlicher Graph mit N Punkten besitzt
dann und nur dann einen Q-Fakfor, wenn zu jeder Folge Xi, ..., X., die
weniger (bzw. mehr) als N Punkte enthdlt (n =1; derselbe Punkt kann in der
Folge mehrmals vorkommen), eine solche Kanfe existiert, zu der weniger (bzw.
mehr) als zwei Punkfe der Folge inzident sind.

(5. 2. 3) Wir zeigen, daf aus (5.2.2) ein Tuttescher Satz iiber Q-Fak-
toren folgt ({16], S. 930):
Ein endlicher, ungerichteter Graph soll ein Q-Graph heifien, wenn zwei

Teilmengen @, und @, der Punkte von I" existieren, die folgende Eigen-
schaften besitzen:

(1) @, und @, haben keinen gemeinsamen Punkt.
(2) @, enthilt mehr Punkte als @,.

(3) Gehort der eine Randpunkt einer Kante zu @,, so gehort der andere
zu D,. .
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Nun besagt der Tuftesche Satz:

Ein_endlicher Graph besitzt dann und nur dann einen Q-Faktor, wenn
er kein Q-Graph ist.

BeEwEss. Es bezeichne N die Zahl der Punkte des Graphen 7.

() Wir nehmen zuerst an, dafl ein solches, weniger als N Punkte
enthaltendes Punktsystem existiert, bei dem jede Kante von I" mindestens zu
zwei Punkten des Systems inzident ist. Es sei sw=(X,,..., X,) ein solches
System mit minimaler Anzahl von Punkfen.

Es existieren Punkte, die in sz nicht vorkommen. Bezeichnen wir diese
mit U, ..., U. (r = 1). Ist der eine der Randpunkte einer Kante ein Punkt U,
so muf der andere in sz mindestens zweimal vorkommen. Aus der Minimalei-
genschaft von n folgt, daB in sz kein Punkt mehr als zweimal vorkommen
kann. Bezeichnen wir dann die in sx zweimal vorkommenden Punkie mit
Vi, ..., Vs, und die Anzahl derjenigen Punkte, die in s nur einmal vor-
kommen, mit £. So gilt n=2s-4¢ und wir erhalten aus n < Nund r s+ ¢{=N
die Ungleichung s <r. Die Mengen @, = (U, ..., U,) und @y=(V;,..., V)
geniigen demnach den Bedingungen (1), (2), (3), I" ist also ein Q-Graph.

(I1) Umgekehrt nehmen wir jetzt an, daB I' ein Q-Graph ist und es
seien O, = (U, ..., U) und @, —=(V;,..., V) zwei, den Bedingungen (1),
(2), (3) geniigende Mengen.

Bezeichnen wir jene Punkte, die weder in @, noch in @, vorkommen,
mit Xi,..., X:. Existieren solche Punkte nicht, so sei f=0. Die Zahi der
Punkte des Systems w=(V,,..., V,, Vy,..., Vi, X1, ..., X)) ist n=2s+1t<
<r-s+t=N. Offensichtlich sind nun zu jeder Kante von I mindestens
zwei Punkte von st inzident.

Aus (I), (II) und (5. 2. 2) folgt der Tuttesche Satz.

(5.2.4) Man kann ahnlich wie unter (5.1.3) aus (5. 2. 2) den folgenden
Satz beweisen:

Jeder endliche, ungerichtete, regulire Graph besitzt einen Q-Fakior.

Ein ungerichteter Graph heifit reguldr, wenn zu jedem seiner Punkte
gleichviele Kanten inzident sind.

Wir bemerken noch, dal der letzte Satz auch aus dem bekannten Peter-
senschen Satz, Jaut dessen jeder endliche, reguldre Graph geraden Grades
einen Faktor zweiten Grades besitzt, folgt (s. [13], S. 161).

§6
In diesem Paragraphen wollen wir die Satze (2.1.6) und (2.1.7) mit

Hilfe des Dualitdtssatzes der Theorie der linearen Programmierung (11},
S. 58—65) ableiten.
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(6.1) Wir fithren zuerst geeignete Bezeichnungen ein. Es seien die
Punkte bzw. die Grundkanten des gerichteten, endlichen Graphen I" X, ..., Xu

bzw. X, ..., x.. Wir setzen (x;, Xj)::—z—a,rj. (Die GroBien a;; konnen nur die

Werte 0, 1, — 1 annehmen. Die Matrix [a;] ist die ,Kante-Punkt* Inzidenz-
matrix von I')

Ist f eine beliebige Kette, so sei fi=f(x;) (i—1,...,n). Wir konnen
die Kette f durch den Vektor f={[f,...,f.] ersetzen. f ist positiv, wenn
fi=0ist i=1,...,n). Es ist

] (3
(£, X) =5 2, aif;
und eine Kette 2z ist dann ein Zyklus, wenn

Zaij2520 (jzl,,m)
=1

besteht.
Es seien ¢, = @(x;), vi=2(x) (i=1,..., n). Dann gelten

o= e, vid=2wa.

Der positive Zyklus z ist kanteaufnehmbar bzw. kantefiillend, wenn z; = ¢;
bzw. z; = ¢; (i=1, ..., n) besteht.
Fiir den Inzidenzgrad der positiven Ketten f und z gilt

12l = 2 Sz

Die positive Kette f ist kreisaufnehmbar bzw. kreisfillend, wenn fiir
jeden positiven Zyklus z |f, z| = ¢[z] bzw. |f, 2| = y[z7] gilt (s. (2.1. 3)).

(6.2) Um den Satz (2.1.6) zu behandeln, verzichten wir vorlaufig auf
die Ganzzahligkeit der vorkommenden Werte. Dann-bedeutet die Bestimmung
der maximalen -Wert besitzenden, positiven, kanteaufnehmbaren Zyklen die
Aufsuchung derjenigen Zahlensysteme zi, ..., z,, die den linearen Ausdruck

(1) lul’lzl_'_"'—}‘#]nzn
maximal machen, wihrend sie folgende Bedingungen erfitllen:
(2) <¢1;---; n~<-¢n;

a1 21+ +an Zn—o

Q)
almzl + - c - QamZn == 0
) 21=0,..., 2.=0.
Dies ist ein lineares Programmierungsproblem mit gemischten Bedingungen.
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Zu diesem ,urspriinglichen“ Problem gehtrt das folgende ,duale®
Problem (s. [11], S. 63):

Man soll diejenigen Zahlensysteme fi,..., ., S1,...,S» bestimmen, die
den linearen Ausdruck

() orfit e gt

minimal machen, wihrend sie folgende Bedingungen erfiillen:
f1+a11 Sttt T QS = Yy,

®) . .
fn+a71131+ Lot "l_anmsm é wn;
(7) flgoy"ﬂfhzo.

(Die Erfiillung der Bedingungen s, =0,...,s, =0 wird nicht gefordert!)

Die in (2.1.6) gestelite Annahme ¢ =0, d.h. die Annahmen ¢, =0,
.. ®n =0 sichern, daff ein Wertsystem existiert, welches den Bedingungen
(2), (3), (4) geniigt. (z=0,...,2,=0 ist ndmlich ein solches System.)

Die Existenz eines Wertsystems f,,...,fu,S,,..., S, das den Bedin-
gungen (6) und (7) geniigt, ist trivial. Nun folgt aus diesen beiden Existen-
zen nach dem Dualitdtssatz (genauer nach dem Existenz- und Dualititssatz)
das Vorhandensein eines den Bedingungen (2), (3), (4) geniigenden Wert-
systems z,...,2,, welches (1) maximal macht, sowie das Vorhandensein
eines den Bedingungen (6), (7) geniigenden Wertsystems f,, ..., ., S1, ..., Sm,
welches (5) minimal macht; ferner folgt, daB das Maximum von (1) gleich
dem Minimum von (5) ist. ([11], S. 60—61.)

Bei cinem bestimmten Wertsystem f,, ..., f, hat aber das Ungleichungs-
system (6), laut eines bekannten Satzes ([4], S. 100), dann und nur dann
eine Losung in den Unbekannten s,,...,s,, wenn fiir simtliche die Bedin-
gungen (3) und (4) erfiillende Wertsysteme z,, ..., 2z, stets

Zl(wl_—fl) —[_ ot +2n(1;l’n_‘fn) = O,

Zlfl+ e +Zalfn = Zlqul'_i— v +Z“Q1[/“

gilt. Das bedeutet jedoch nach (6.1), dap die Kette [f;,...,f.]=F kreisfiil-
lend ist. Das duale Problem ist daher gleichwertig mit der Aufsuchung sol-
cher positiven, kreisfiillenden Ketten f=I[Af,.... f.], deren p-Werte minimal
sind. Abgesehen von den Ganzwertigkeiten ergibt also der Dualitatssatz tat-
sachlich den Satz (2.1.6).

Um den vollstindigen, auch die Ganzwertigkeiten beriicksichtigenden
Satz (2. 1. 6) zu erhalten, ziehen wir in Betracht, daf die Matrix [a;;] die Inzidenz-
matrix von I ist. Man kann nun leicht zeigen, daf die oben vorkommenden
Programmierungsprobleme, sowie die zu diesen gehorigen ,kanonischen*
Probleme ([11], S. 54) unimodulire Matrizen besitzen. (Eine Matrix heiBit uni-

d. h.
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modular, wenn simtliche aus ihr gebildeten Minordeterminanten nur die
Werte 0,1 und —1 annehmen konnen.) Daraus folgt jedoch (s.[12]) fiir
ganzzahlige Werte von ¢; und +;, dafl solche ganze Zahlen z,...,2z, bzw.
Jise oo Jur 81y« .., Sw existieren, die (1) bzw. (5) maximal bzw. minimal machen
und die gestellten Bedingungen erfiillen. Damit ist der Beweis von (2.1.6)
vollendet.

(6.3) Um den Satz (2.1.7) zu behandeln, verzichten wir wieder erst
auf die Ganzzahligkeiten. Nach (6. 1) bedeutet dann die Bestimmung der den
minimalen -Wert besitzenden positiven, kantefiillenden Zyklen die Aufsu-
chung derjenigen Wertsysteme z,, ..., z,, die den Ausdruck

(8) ’170121 _I”‘ "t '}_ 1//11 Zn
minimal machen, wihrend sie folgende Bedingungen erfiillen:
(9) ZlE(Pl,---,ZHE(Pn;

i ZI+"'+anl Zn:O;

(10) : :

21+ CnZn =03
h)) 21=20,...,2,=0.
Zu diesem urspriinglichen Programmierungsproblem gehort das folgende duale
Problem: Man suche diejenigen Wertsysteme fi, ...,/ s, $1, ..., Sw, die den
Ausdruck
(12) o fit et

maximal machen, wihrend sie folgende Bedingungen erfiillen :
fl +au st b QS = Y1,

(13) : :
fn”{"anl Syf e T QumSm = 1//111,;
(14) f1=0,...,f,=0.
(Die Bedingungen s, =0, ..., s, = 0 werden nicht gefordert!)

Aus der in (2.1.7) gestellten Annahme, nach der jede Kante x, die
einen positiven o-Wert besitzt, in einem positiven Kreis enthalten ist, folgt:
Es existiert zu jedem solchen Index i, fiir den ¢; >0 gilt, ein solches System
2, ...,2,, welches (10) und (11) erfillt und in dem 2z >0 ist. Durch lineare
Kombination solcher Wertsysteme kann man jedoch leicht ein solches System
2., ..., 2, erhalten, das siamtliche Bedingungen (9), (10), (11) des urspriing-
lichen Problems erfiillt.

Hat weiter das Ungleichungssystem

Qut St FAnSn = Y1,

(15) : :
Qpy S1 _I_ e + Ay Sm = 77[/911
eine Losung in s, ..., Sm, S0 existiert offensichtlich ein Wertsystem Fiseoorfus
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Sis ..., Sm, das die Bedingungen (13) und (14) des dualen Problems erfiilit.
Die Losbarkeit von (15) ist mit derjenigen Bedingung gleichwertig, daB fiir
jedes Wertsystem z, ..., z,, welches (10) und (11) erfiillt,

Yz + e + vz, =0

gilt (4], S. 100). Diese Bedingung ist aber gleichbedeutend mit der in (2. 1. T)
gesteliten Annahme, dafi fiir jeden positiven Kreis & w[k] = 0 ist (s. (2. 4. 1)).

Da so die in (2.1.7) gestellten Annahmen die Erfiillbarkeit von (9),
(10) und (11), sowie von (13) und (14) sichern, folgt nach dem Dualititssatz
die Existenz solcher Wertsysteme 2, ...,2, und f, ..., fu, S1, ..., Su, welche
die gestellten Bedingungen erfiillen und (8) bzw. (12) minimal bzw. maximal
machen. Es folgt ferner, dai das Minimum von (8) gleich dem Maximum
von (12) ist.

Bei bestimmten Werten von f,...,f. hat jedoch (13) dann und nur
dann eine Losung in s,...,S. (s.[4], S.100), wenn fiir jedes Wertsystem
Ziy ..., 2, welches (10) und (11) erfiillt, stets’

Zl(wl——fl)_l" e +Z17.(1//n'~'fn) = 0,

i+ tafi=ay+ - Fag

gilt, d.h. wenn die Kette [fi,...,f.]=/ kreisaufnehmbar ist. Das duale
Problem ist demnach gleichwertig mit der Aufsuchung derjenigen positiven,
kreisaufnehmbaren Ketten f=[f,, ..., ], deren ¢-Werte maximal sind. Von
den Ganzwertigkeiten abgesehen ergibt also der Dualititssatz tatsichlich den
Satz (2.1.7).

Den vollstdndigen Satz (2.1.7) kann man in dhnlicher Weise erhalten,
wie bei (2.1.6).

Wir bemerken noch, daf man — abgesehen von den Ganzwertigkeiten
— auch die Sdtze (3.2.6) und (3.2.7) aus dem Dualititssatz unmittelbar
herleiten kann. Bei den Beweisen der Ganzwertigkeiten stofit man jedoch
hier auf Schwierigkeiten.

d. h.

(Eingegangen am 1. September 1958.)
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