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CHAPITRE I

-INTRODUCTION

1.1 Introduction

Etant donné un graphe G = (V, E), un couplage M dans G est un
sous-ensemble d'arétes de G tel que pour tout sommet de G i1
n'existe qu'au plus wme aréte de M qui lui soit incidente. On
peut alors se poser le probléme de la recherche d'un couplage
de cardinalité maximale, et de facon plus générale, si on donne

. b
une valuation aux arétes de G , on recherchera un couplage de G
dont 1a somme des poids des arétes soit maximale.

Ces 2 problémes sont de nature combinatoire; il serait toujours
possible d'énumérer exhaustivement tous Tes couplages possibles :
si |V|= n alors Te nombre de couplages distincts est de 1'ordre
de n! et i1 est évident qu'il est hors de question de procéder de |
cette facon pour n suffisamment grand; la recherche sur les pro-
blémes de couplage a consisté d' déterminer des algorithmes de com-
plexité polynominale, et non exponentielle.

D'un point de vue algorithmique Tes problémes de couplage ont été
d'abord étudiées dans le cadre de graphes bipartis, i.e. sans cycles
de longueur impaire :
- d'une part HALL (1948,[10] ) a présenté un algorithme de complexité
0(n3) pour le probléme du couplage de cardinalité maximale,
- KUHN (1955, [12]) d'autre part.a donné un algorithme en O(ns) pour
Te couplage de poids maximal (probléme de 1'affectation lindaire).
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BERGE (1957, B3] ) a caractérisé les couplages de cardinalité
maximale dans des graphes quelconques, donnant ainsi une base
pour des algorithmes de complexité polynominale pour ce cas
plus général de graphes non bipartis.

EDMONDS  ( [4], [5]) a présenté, successivement en 1963 et 1964 un
algorithme en 0(n4) pour chacun de ces 2 problémes. Tous les algorithmes

performants actuels de couplage se basent\sur ces algorithmes
fondamentaux d'EDMONDS et c'est ainsi que des versions modifiées

de son algorithme de couplage de cardinalité maxjma]e, utilisant
des méthodes de marquage particuliéres ont &té données par WITZGALL
et ZAHN (1964, [16]), algorithme de complexité 0(#), puis BALINSKY
(1967, [1] )s algorithme avec une implémentation possible en O(ns).

GABOW (1974, [7] , 1976, [8] ) a donné une nouvelle et plus efficace
implémentation des algorithmes d'EDMONDS :

- en ce qui concerne les couplages de cardinalité maximale, ses
algorithmes n'améliorent pas la borne O(ns), mais de nouvelles
améliorations les rendent plus performants que les versions pré-
cédentes;

- il a &té en outre le premier a donner une version en 0(n3) de
1'algorithme d'EDMONDS pour les couplages de poids maximal .

HOPCROFT et KARP (1971, [11] ) ont démontré 1a possibilité d'obtenir
un algorithme de complexité O(ns/z) pour les couplages de cardinalité
maximale, & condition de savoir déterminer en O(nz) non plus une
chaine augmentante quelconque, comme c'est le cas d'EDMONDS, mais un
ensemble de chaines augmentantes particuligres; ils ont appliqué
leurs résultats aux cas de graphes bipartis.




EVEN et KARIV (1974, [6] ) ont donné une réalisation algorithmique
des ‘résultats d'HOPCROFT et KARP pour le cas de graphes quelcongues,
en utilisant les méthodes de marquage de GABOW. Leur algorithme
s'éloigne de 1'algorithme original d'EDMONDS.

Le travail présenté dans cette thése a consisté a réaliser :

1. Un systéme original de marquage, de performance comparable &
celui de GABOW, applicable aussi bien pour 1'algorithme d'EDMONDS
de couplage de cardinalité maximale que pour celui de couplage de
poids maximal; ce systéme est le résultat d'une collaboration avec
M. MINOUX (197&,[}3] ), dont les idées origiﬁa]es sont présentées
dans le chapitre Il de cette thése;

2. Un algorithme de cdup]age de cardinalité maximale dans un §Paphe
quelconque, basé sur les résultats d'HOPCROFT et KARP : -cet algo-
rithme, utilisant le nouveau systéme de marquage, tout en restant
trés proche de 1'algorithme original d'EDMONDS posséde une borne
supérieure du nombre d'opérations en O(n5/2);

>

3. Une implémentation de cet algorithme sous forme de programme
(écrit en FORTRAN); testé sur une grande quantité de graphes de
dimension importante (jusqu'd 500 sommets et 10 000 arétes),
le programme a donné de bons résultats.




Le plan de la thése est le suivant :

Chapitre I : définitions et présentation de la théorie
d'EDMONDS pour les couplages de cardinalité
maximale; les définitions 1.2.1 3 1.2.6 ainsi
que Te théoréme 1.1 sont de C. BERGE ( [2], [3]);
le reste du chapitre est du a J. EDMONDS ( [4], [5]):
la terminologie francaise des définitions d'EDMONDS,
ainsi que les principales démonstrations sont celles
de . mmvoux ( [is] ). '

Chapitre II : Présentation du systéme de marquage.
Chapitre IIT  : Présentation de 1'algorithme.

Chapitre IV : Implémentation de 1'algorithme; résultats.




1.2 Définitions, notations et résultats préliminaires

Dans tout ce qui suivra G
non orienté; |V| = n, | E|

(V, E) dénotera un graphe simple,
m.

1.2.1 Couplage M dans G : M = {e ¢ Ele;, ey € M=>Q1n e; = 0 1.

1.2.2 Couplage parfait dans G : couplage M dans G tel que
Vx. e V ij. e V tel que (xi,xj.) e M.

1.2.3 Chaine alternde u(x,, "2) dans (G,M) : chaine simple dans G
dont les arétes appartiennent alternativenemt 3 M et E-M,

d'origine x, et d'extrémité Xy

Propriété 1.1 Soit M un couplage dans G et u une chaine alternée;
M,® u est un couplage dans G (1e'symbole @ dénote 1a
dj‘fférence symétrique, {.e. M@u = (M—-u) U (u-M)).

1.2.4 Thansfert de couplage sur une chaine alternde u : échange
des arétes de M avec les arétes de M@ yu.

~

1.2.§Sommet insatune dans(G, M) : x ¢ V tel que ¥{x, y) ¢ E,(x, y) ¢ |

1.2.6 Chaine alternée u(x,, xZ) augmentante dans (G, M) : chaine
alternée dans (Gy M) telle que Xy, X, sont insaturés dans (G, M).

Propriété 1.2 Un transfert de couplage sur une chaine alternée augmen-
tante dans (G, M) induit un couplage M' = M@ u
tel que [M'| = [M| + 1.




THEOREME 1.1 (BERGE [3} ) Un couplage M dans G est de cardinalité
maximale si et seulement si il n'existe pas de chaines
alternées augmentantes dans (G, M).

DEMONSTRATION ([11])

1. La condition est suffisante.
Supposons qu'il existe une chaine u alternée augmentante dans
(G, M). Alors, parlla propriété 1.2, M' = MBu est un couplage
dans G de cardinalité supérieure a celle de M.

2. La condition est nécessaire.

Supposons qu'il existe un couplage N dans G tel que | N> (M.

On considére le graphe G = (V, M@N). Les composantes connexes

de G sont de 3 types :

(1) sommet isble,

(2) cycle &lémentaire pair dont les arétes appartiennent alterna-
tivement & M—Net N — M,

(3) chaine élamentaire dont les arétes appartiennent alternativement
3 M—Net N —M . .

En effet par définition d'un couplage, tout sommet\de'a est incident

d au plus une aréte de M— N et & au plus une aréte de N— M .
Soient Cl’ CZ""Cp les composantes connexes de G , CL=(VL’ EL"
Soit &(C;) = |Es —N| - [E4 — M. Alors 8(C.) € {- 1,0,1} et
G(Ci) = 1 si et seulement si Ciest une chaine alternée augmentante

pour M.
P
Lolc,) = [N=M] - [M=N|= [N] - [M].
£=1
I1 existe donc au moins | N| - |M| composantes C. de G telles

que &(Ci) = 1.




Corollaire 1 Si M est parfait ou ne laisse qu'un seul sommet
insaturé, alors M est de cardinalité maximale.

1.2.7 Arbre alterné T = (V,, E,) dans (G, M} : sous-graphe
partiel connexe sans cycles de G tel que :
(1) i1 existe un unique sommet x, de T insaturé dans (G, M) :
ce gommet X, est appelé 1a racine de T;
(2) v x; € Vy, 1'unique chaine u(xi, x, ) dans T est une
chaine alternée dans (G, M};
(3) toute chaine dans T reliant la racine X, aux sommets
de T de degré 1 est de longueur paire.
On notera V (T} = V,, E(T) = E, .

V(T) = 0(T) v I(T}, ol
0(T) = {x € V(T} / 1'unique chaine u(x, x,)
’ dans T est de longueur paire 1},

n

I(T) ={ x e V(T) / 1'unique chaine u(x,x,] dans T
est de longueur impaire} -.
Les sommets x e O(T) sont dits sommets pairs, ceux de I(T}
sont dits impairs.

Proprists 1.3

VxelI(T) J2 uniques arétes ¢, ¢ € E(T)incidentes a «x,
L.e. dT(x) = 2,

1.2.8  Anbre alterné augmentant Ta dans (G, M) :

T,=Tv (x,, xZL oll T est un arbre alterné dans (G, M),
x;€0(T) et x, ¢ V(T) est dinsaturé dans (G, M).
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1.2.9 Concaténation de 2 chaines u](xz, xj) et uz(xj’ XL) :

u(&e, XL) = pl(xf,’ X-J) + UZ(xj; XL) .

"

Propriété 1.4 Soit Ta = T v (x,, xz} un arbre alterné augmentant dans

o o -

(G, M).

La chaine ulxz, xn) = (xz, x,) + “(xl’ x&) est une chaine

alternée augmentante dans (G, M).

1.2.10 Onbite B dans (G, M) : cycle alterné é&lémentaire dans (G, M)
de longueur impaire satisfaisant la condition suivante :
si V(B) dénote 1'ensemble des sommets de B
et |V (B | =2k +1et
si E(B) dénote 1'ensemble des arétes de B, alors
[E(B) n M| = k.
p,L'unique sommet x, e V[B) .insaturé dans (G, M) est
appelé racine de B.
On note Mz ={ ¢ .eM/ee E(B]}.

(1)

1Y

1.2.11 Contraction de G par rapport au sous-ensemble W c V :
G/W = (V- W+ { ylE) ol

Ew={uﬂ ﬁ)€fﬂieww %e%w} v

{x,, y)‘ [ x;eV—Wet ’3xjew tel que(xi, xj.)eE }

On note V{(G/W) = V-w + {y} , E(G/W} = E, .
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Si B est une orb1te dans (G M), on note G = G/B, et de fagon

plus générale G, i+ G, /Bj ., Ou Bfo 17{ ey Bjg est

une suite d'orbites dans 1a suite de graphes contractés :

Ggp =G, G = GO/Bfo’ Gy = Gl/le, "'G&H = ,L/B
chacun des Bfk étant une orbite dans le graphe contracte Gk

-~

De manifre simi]aire, on note T4 = Ti/BjL'
Enfin M, = MNE(G,).

Le sommet image de 1'orbite B; dans G.,, sera noté X; , par
ii Ai+] i

opposition aux sommets de G notés x,, et sera appelé pseudosommet

Xj'(".

1.2.12 Arbre alternt gleurni T, dans (G, M) :

f
Tf =Tu (x,, xz), ot T est un arbre alterné dans (G, M),
Xy, Xy € 0(T}.

Propriété 1.5 L'aréte (xl, x2) de la définition 1.2.12 forme avec les arétes

de T une orbite.
En effet les chaines u(x s X ), “(xz’ X ), (ol X, est la racine
de T ), de longueur paire, ont au moins 1 sommet commun, (x ), et

se rejoignent en un certain sommet x

%0

- Si X, = xno alors X, est le seul sommet commun des 2 chaines

et alors u(x,,‘xn) Fulxy, x) + (x;, x,) est un cycle alterné
de longueur impaire satisfaisant la condition (1) de la défi-
nition 1.2.10, donc une orbite, de racine x,, .

- Si x, # Xpg o alors xko est de degré 3 au moins, et par la
propriété 1.3 Xpy € 0(T). Alors les sous-chaines u(x,, xﬂo)
et u(x » X ) de u(x,, X, ) et u(x X, ) sont de longueurs

paires et donc u(x,, xlo) + u(xz, xho) + (x,, xz)est de
nouveau un cycle alterné de longueur impaire satisfaisant (1)
de la définition 1.2.10, donc une orbite. (figurel.1 ).
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.
X
1

Les arétes en-trait foncé sont celles de 1'arbre T;
1'orbite est encadrée.

Arbre alterné fleuri T¢ = T v (x,, x,) et 1'orbite qui en

résulte,

, (figure 1.1),

1.2.13 Arbre altewnd hongrois T, dans (G, M) :

Arbre alterné T tel que V (x;, xj) e E télle que
X; € 0(T) - xj e I{T).
Le résultat suivant montre que lorsqu'on a détecté un arbre

hongrois, i1 ne peut exister de chaine alternée augmentante
empruntant des sommets de cet arbre.

RESULTAT 1.2

Soit W, = V(Ta), w, = V-w, et G, = (w,, EI)' G, = (wz, EZ)
les sous-graphes de G engendrés par w, et wz.
M, =Mn £ My = M~ Ep.

M est un couplage de cardinalité maximale de G¢==>M2 est un
couplage maximal de Gz.
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DEMONSTRATION

1. La condition est nécessaire .

j e = (x,, X,) € M telle que xy € V4, x, € V, car sinon X,sera
marqué pair. Donc M = M, v MZ’ M7zw Mz = ) et par conséquent
M= M, + [M,]. si M, n'est pas maximal dans G,, alors M

n'est pas maximal dans G.

2. La condition est suffisante.
Supposons que Mz est un couplage de cardinalité maximale dans
Gz, mais M ne 1'est pas dans G. I1 existerait alors une chaine
alternée augmentante u(xjo, xko) joignant les 2 sommets insa-
turés xjo, xko pour M dans G.

On ne peut avoir xjo = x,, car sinon xho aurait été marqué;

On ne ped% avoir non plus xno = X,, car xjo aurait &té marqué.
Donc xjo, xho € wz.
u(xjo, xko) doit emprunter des sommets de w1 si non elle serait

une chaine augmentante dans G2 et MZ ne serait pas de cardinalité
maximale.

Soit Xp un tel sommet de W,, donc Xp € V(Ta) et il existe une
chaine alternée entre X, et Xps u(xz, x&).

Soit le le premier sommet de u(xjo, xho) rencontré lorsqu'on
parcourt u(xm,XZ); nécessairement le € I(Ta) et il sépare

u(xjo, xko) en 2 sous-chaines alternées uy = u(le, xjo) et

Uy = U(XEI"xho) dont 1'une est paire et 1'autre impaire.

Si u; est paire, alors xjo aurait pu &tre marqué (dans 1'autre

cas, c'est xko qui aurait pu &tre marqué), on obtient donc une
contradiction.
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1.3 Algorithme d'EDMONDS pour les couplages de cardinalité maximale.

1.3.1 Principe

L'algorithme se base sur le théoréme 1.1 de BERGE et a
pour but de détecter des chaines alternées augmentantes dans G.
Soit M le couplage en cours (au début, soit M = @, soit M
est obtenu par une heuristique); si M laisse insaturé au plus
1 sommet de G, alors M est de cardinalité maximale (corollaire
1.1); sinon on choisit un sommet insaturé x, et on construit
un arbre alterné ayant pour racine x, . Cette construction
s'effectue par une étude successive des arétes incidentes a
des sommets pairs de 1'arbre, et aboutit & 1'un des 3 cas
suivants : (1) obtention d'un arbre augmentant,

(2) obtention d'un arbre hongrois,

/ (3) obtention d'un arbre fleuri.

Dans le premier cas un transfert de couplage sur la chaine
alternée augmentante trouvée permet de diminuer de 2 Te nombre
de sommets insaturés dans G; dans le deuxiéme cas, il a &té
montré plus haut qu'on peut abandonner pour le reste de 1'algo-

rithme le sous-graphe partiel de G engendré par 1'arbre hongrois;:

dans le troisiéme cas, on contracte le graphe G par rapport a

1'orbite trouvée, et on continue 1'extension de 1'arbre alterné.

Une application répétée de 1'algorithme permet donc d'obtenir
un couplage maximal (voir 1'organigramme 1).




¥
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Soit (G, M) le graphe et couplage actuels
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2 non

-« ‘<::3 au moins 2 sommets insaturés dans (G, M) }

ovi

iest de cardinalité ]
maximaie. Choisir un sommet x
3

insaturé dans (G, M)}

Rééclater tous les
pseudosommets.

!

Marquer X, pair.

L

A

n, . s
-—«4———15'-<::Elun sommet pair x, non encore examiné ?

ovi

ovi

— ;

T est un arbre alterné
hongrois.
G:=_G—T. )
E 4 J \

&

4///3 une aréte (x, ,x,) non encore \ wn
\\\ examinée ?

oul x, est-il insaturé dans (G, M) 7 \\nen

L4

T est un arbre alterné

augmentant :

. effectuer un transfert
de couplage le long de
la chaine alternée aug
mentante “(xn’ xl)

. rééclater tous les
pseudosommets.

wi /%, est-il marqué ?;:>22;

Elargissement:de 7 : d(x,, x. ) e M
telle que x, est non-marqué. b
Marquer xp pair, X, impair.

[ Lon.

F >

mn /" x, est-i1 marqué impair ?:y

l

Test un arbre alterné fleuri:

formation d'une nouvelle orbite B
et contraction de G; le pseudo-
sommet X image de B est marqué

pair.
I P

ORGANIGRAMME 1
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1.3.2 Fondement théorique .,

RESULTAT 1.3

RESULTAT 1.4

DEMONSTRATION

Soit v un cycle é&lémentaire de longueur impaire
dans G, V(v )| =2k+1, k> 1.

Si M, est un couplage dans G = G/V(vy), alors il
existe un couplage de cardinalité maximale Mz de v
tel que M = MT v Mz est un couplage de G.

Soit M un couplage deG laissant au moins 2 sommets
insaturés, B une orbite dans (G, M) de racine Xg

et T un arbre alterné dans le graphe contracté G = G/B,

le pseudosommet X correspondant & B dans G &tant un
spmmet pair de T.

Alors M est un couplage de cardinalité maximale de
C&—= M, = @-—MB est un couplage de cardinalité
maximale de G.

1. La condition est nécessaire :

M= M, ]+ Mol et donc en vertu du résultat 1.3 M; est de
cardinalité maximale.
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2. La condition est suffisante :

Supposons que MI soit un couplage de cardinalité maximale
de G, mais M ne soit pas de cardinalité maximale dans G.
Soient M' et M; déduits de M et M] par transferts de couplage i
Te Tong de u(xB, xn). La chaine u(xB, xn) étant paire, M' a 1a
méme cardinalité que M et n'est donc pas maximal dans G.

M; est un couplage de G et ]M' =| M l et donc M; est un couplage
de cardinalité maximale dans G

Le sommet Xg est insaturé pour M' et donc X est dans G insaturé
pour M;.
Comme M' n'est pas maximal, alors (théoréme 1.1 de BERGE) il
admet une chaine alternée augmentante u(xa, xb) joignant dans G
les sommets xaetxb insaturés pour M!

!
Nécessairement u(xa, xb) doit rencontrer “(XB’XA ) sinon elle
serait augmentante pour M; ce qui est impossible. Au moins un
des 2 sommets X, Ou x, est différent de Xg * soit X, # Xg
Soit u(x %o ) la partie de u(x s xb) comprise entre x, et Te
premier sommet de u(xB, X ) Necessa1rement 1'aréte de u(x s X )
incidente 3 u(xB, X ) n appart1ent pas @ M' et donc n appart1ent
pas a M;
Alors dans G la cha1ne alternée u(x 5 X ) + u(x X) joignant
X, et X insaturés pour M; est augmentante ce qui est en contra-
d1ct1on avec le fait qu'on a supposé M; de cardinalité maximale.
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1.3.3 Enoncé de 1'algorithme

Soit (éi ’ ?i’ HL) le graphe obtenu aprés contractions
des orbites détectées, 1'arbre alterné en cours de cons-
truction et le couplage actuel dans éi (voir définition
1.2.11); X, est la racine de T .

Soit‘(Xh, XL) une aréte de éi’ telle que Xk € O(TL)'
L'un des 4 cas suivants peut avoir lieu :

1.3.2.1 81 X, ¢ V(?L) et X, insaturé pour E&, alors la
chaine u(Xp, X,) = (X5, X,) + u(Xe, X,) est une chaine
alternée augmentante joignant les 2 sommets insaturés i
X,» X, @ en effet 1'arbre T, = T, v (X, Xp) est un arbre ?
a]terné augmentant. ] it

1.3.2.2 51 X, ¢ V(%i) et X, n'est pas insaturé pour ﬁi,
L3 . '— ~ -~

alors i1 existe ¢'= (X,, Xp) e M, telle que Xp ¢ V(T,). |

(figure 1.2)

Adjonction de 2 nouvelles arétes dans 1'arbre alterné TL'
figure 1.2

On adjoint alors a T; les arétes (Xk, Xz) et (X,, Xp )s

IT,) «— 1(F,) uix,)

0(T,) = 0T uix},

E(TL) — E(TL) %) (Xk’ XE) v (X, Xp).
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1.3.2.3 Si X, € 0(%4), alors (Xh, Xz) forme avec TL

un arbre alterné fleuri. Soit Bj- 1'orbite ainsi trouvée.
L

Le résultat 1.4 montre qu'on peut se restreindre a

G. , = Gi/Bj- et M, =M, 0 E(G,,;) pour la recherche

A+ A+
d'une chaine alterné augmentante pour M.
On-contrécte Gi : GL+1 = GL / Bji’ TL+1 = TL / Bji'

On vérifie facilement que ?L+7 est un arbre alterné de éi+1'
Le pseudosommet Xj, image de Bj- dans éi+1 est marqué

. houi A L
pair dans TL+1'

f
1.3.2.4 Si V(X,» X,) tel que X, € 0(T,)s Xy € TT,),
alors aucun nouveau sommet de G; ne peut plus étre marqué
et on ne peut plus étendre la construction de ?L : T, est

£
donc un arbre alterné hongrois.

Le résultat 1.2 permet de restreindre la recherche ultérieure
d'une chaine augmentante au sous-graphe partiel deG obtenu
en éliminant les sommets de,?i.
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1.4 Un exemple pour 1'algorithme d' EDMONDS.

Soit le graphe G et le couplage M illustrés par la figure 1.3 (les arétes
de M sont dessinées en traits épais).

M - | . .
(g x50, x, 20, (xg, xgls xg, gl (x99, Xp3)s (g xpg) s (x4 %75} (Xg4 "17)}'
Graphe G et couplage M de 1'exemplie 1.4
figure 1.3
1) 11 existe 2 sommets insaturés dans (G, M) : et Xyg 5 ON

construit un arbre alterné de racine X, = x].

i

|I

{
Xig X13

\ /"18

VT = (x}, E(T) =9, O(T) ={x,}, 1(T) = ¢

!

|



2)

3)

Graphe 57 contracté par rappot & 1'orbite B
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En examinant successivement les arétes (x,, xz), puis (x3; x4),
(x3, xS) on obtient T tel que V(T) = {xl, Xgy Xgs Xg5 Xgy X x;-,

ET) =L lxy, 20, (0, x50, (x5 1,0, (x5 x50, (%, %), (25, %50 1,
0T} ={x4, x5, X4 X4} HT) = {xps %4» X5 }-

On examine alors 1'aréte (xé, x?) :Tu (xé,‘x7) est un arbre alterné
fleuri (voir définition 1.2.12); on a détecté un cycle alterné &lémen-
taire B; ,
By = {xs, Xy Xgr Xg xé],de longueur 5.

V(B)) = {xg, x4 X5 X4 X5}, |V (BJ| =5,

E(By) = { (x5, x4}, (x5, x5}y (x4, X}y (X5, Xq), (xg, x50} s

E(Bi) NnM-= {(x-4’ xé)’ (x-sy X.7)} ) |E(Bl) n Ml = 7,

]
B, satisfait donc la définition 1.2.10 et est donc une orbite, dont
la racine est le sommet X3z.
On contracte G par rapport a B, :

Gi = G/Bl, T, = T/Bi; M, =Mn E(é,) (voir figure 1.4).

‘ x74%x15/’i76 .
\‘\>~\\\\\\ } ”/’,/,f”'

7

1t

figure 1.4




-22-

On a donc : O(T,) = {x,, X,}, I(T,) = {XZJ,

M] = {{X-ZD x’)’(xg) xq)’(X-Ior x,s”(x-11' X,z),(X.M, xlsly(xlé,x]

4) On examine ensuite les arétes (X,, xg), (X; x,,), (xq, x,o) et
enfin (x;,, x,s);
on trouve alors une nouvelle orbite Bz,
V(By) = (X}, Xg» Xgs Xj00 Xgps Xygs X3}, de racine X4
On contracte alors él.par rapport a'BZ:

~ ~ ~

G, = G6y/By, T, = T1/B, , M, = M; n E(G)) (voir figure 15)

2
X
x, xz...ny"‘z
¢

X14QQQQQ«
X X

16
15/ l X18
\x”/

Grdphe Gz contracté par rapport a 1'orbite BZ
figure 1.5
On a alors O(T ) ={ x;, X}, T(T;) ={x},

~

Mz ‘-‘{(x-zr xz), (174, xiS)’ (xlé, X17)}.
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5) On examine ensuite les arétes (X,, x;4), (x,s, x16) et (X16’ x,7)
et,un? nouvelle orbite BS’ V(§3) =£ X159 f?é’ 517}, ds raclne.x:,'.g~
est ainsi mise en évidence : G3 = 62/83, T3 = TZ/BB’ M3 = M2f1 E(G37-

6) Enfin 1'examen de 1'aréte (X3, x18) conduit & un arbre alterné
augmentant Ta = ?S\J (XS’ xlg) (voir la Qéfinition 1.2.8 et 1a figure 1.

Arbre alterné augmentant Ta = T3\)(X3, xlg).

figure 1.6

~

0(T3) ={xy, Xy, X5}, I(T;) = {x0 X145 Mg = { (xz, Xz)""w X3)}

La chaine u(x1g, 57) , x18) +/L(X3, x,) est une chaine alternée

= (X
~ 3
augmentante dans (63, Ms) (définition 1.2.6 et propriété 1.4).
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7) On procéde alors & un transfert de cgup]age le long de U(x;g: x,),
qui induit un nouveau couplage M' = M3 ® u(xlg, x,)(propriété 1.1),
et tel que |M'| =| ﬂ31+ 1 =] M| +1 (propriété 1.2; voir figure 1.7 ).

Couplage M' obtenu par transfert de couplage le long de la chaine

alternée augmentante “(x18’ xz).
figure 1.7 )

8) On effectue maintenant le rééclatement des pseudosommets X3, Xz.
Le couplage interne de 83 » compatible avec M' est le suivant :

MB3 = Uxgg %00 15

pour B,, MBz = {{xg0 xg3)s {xg, %441, (X;, xgk
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Ces 2 sous-couplages sont obtenus par transfert de couplage le long
des sous-chaines de longueur paire entre les nouvelies racines des
orbites 83 et Bz et leurs anciennes racines :

. Pour 63 1'ancienne racine est le pseudosommet.XI, la nouvelle est le
sommet 15 '

- Pour B, 1'ancienne racine : x 1a nouvelle : x17.(voir le résultat 1.3.)

15°

On rééclate enfin le pseudosommet B, : 1'ancienne racine de B, est le
sommet Xgs Sa nouvelle racine est X4 le couplage interne de B,, com-
patible avec M' est obtenu par transfert de couplage le long de la sous-
chaine a]ternee u(xé, Xg ) -[:xé, Xy xé]

On obtient ainsi un neuveau couplage M'' dans G, tel que

M7 = M = [M |+ 1 (voir figure 1.8 ).

X g oo X ,uuuv*“'xx N

6
X., sz——-———ng»y\yy ) |

x5w-mwwth7

w”"yﬂ
*-\\\\\\\\‘ wuw””*"x
M

Couplage M" obtenu aprés transfert de couplage le long de la
chaine alternée augmentante u(xlg, x1).

figure 1.8




9) I1 n'existe plus aucun sommet insaturé dans (G, M") :
En vertu du théoréme 1.1, le couplage M'" est un couplage
de cardinalité maximale.
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- CHAPITRE 11 27—

UN SYSTEME DE MARQUES POUR L'ALGORITHME D'EDMONDS

2.1 Représentation des arbres alternés : marques m.

Tout sommet X'é € G,2 posséde une marque m(Xi) définie de la
facon suivante :

2.1.1 Si la premiére marque de Xi est paire, alors
m(X;) =0 -

2.1.2 Si la premiérle marque de XL est impaire, alors
m(Xi) =X ol x, est le sommet (vrai) prédécesseur pair de X;
sur 1'unique chafine alternée (impaire)~u'(xi, Xo) le reliant
d la racine X, de.1'arbre T£(£ < R)s T, correspond & 1'arbre
alterné au moment du marquage de Xi(figure 2,1). .

Marquage d'un sommet impair.
figure 2.1

2.1.3 Si X; € 6,— T,;, alors m(X‘:) = -1,




F- - - " —=-"-" - - —-T- STTTST-T-TT- T Tt T
t |
[
]
1 n :
B
' £,
t i
i |
! 1
| |
! i
' |
t
X |
{ n,.
] 2 !
1 Bg |
]
! t

Marques f, o, e d'un pseudosommet.

61(81) = xnl’ 62(0'34@) = x”‘Z ’ O(an) =_X£7, U(X'CI) = Xﬂp
Q(xn,) = XL’ e(le) = Xz.

figure 2.3

2.2.3 Marques o et e.

Soit X ¢ Gk-rw Tk (k,( k) et supposons qu'on ait détecté
une nogvel]e orbi%e Bz telle que X € BZ' .
Alors Gh 4 Gk /Bﬂ, et xz est le pseudosommet dans Gk1+1
correspoﬁdant a H'orbite By
On pose alors o(X) = X,.
SiXe Gk N T,2 » alors o(X) = X, .
On définit ainsi, pour tout sommet X; € X, dans (G, Tk)
une suite x,, ofx,) = X. , olX, ) = X., ... olX..) = X,,

A A A A . Lj
de pseudosommets correspondant a des orbites dans” les graphes
réduits Gy, -

78
On pose ators e(xi) = Q(XL ) = o = e{X
Si X € G, n Ty, alors e(X)'= X. I
(figure 2.3) :
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Définition 2.1

Un pseudosommet X tel que ¢ {X)=X est dit externe.

Définition 2.2

7e-esX.. ,X. la suite de

Soit x,eV et X, 1% i oK

42

pseudosommets telle que

dm&#%,cmé)ﬂk,._,dﬁj=&.

Alors jint(X)=Xﬁ, pour X=§px4 ) U

2 ]

~La structure d4' un pseudosommet externe ijeut étre

représentée par une arborescence A dé&finie de la fa-

gon suivante:

1. la racine de A est le pseudosommet X; en question,

2. les sommets non terminaux de A sont tous les pseudo-

sommets X, tels que e(X&)=Xj ; les successeurs

immédiats de tout sommet X de A sont tous les som-
mets et pseudosommets X,tels que olX,) =X,
3. les sommets terminaux de A sont tous les sommets x

\

de G tels gque &(x)=XJ- 2

La suite de la définition 2.2 est alors représentée
dans A ﬁar l'unique chemin joignant x; a Xi (voir 1la

figure 2.3bis illustrant 1l'arborescefce A associée &

l'orbite B de l'exemple du chapitre I ,§1.4).
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X-?a
XA
‘ / |
XS X" X s X6 X,; X’ X9 X‘b X“ }S; X43

o(xs)=Xy, 0(X1)=Xs, e&(x3)=e(X1)=X2, jint(x;)=X;.

Arborescence A associée 3 l'orbite B,de l'exemple

du Chapitre I, §1.4.

figure 2.3bis
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2.3 Représentation des arétes du couplage E(L, : marques match.

Si (X, ¥) € M,, alors match (X) = y et match (V) = x,

ol x, 4 € G sont dafinis de la fagon suivante :

a une des recherches précédentes d'un arbre alterné augmentant,

il y a eu un transfert de couplage qui a Bermis de coupler X et V¥;
supposons que cela ait eu 1ieu dans (én, Tn); nécessairement X, ¥V € Tn
et supposons que m(X) = 0, avant que la chaine alternée augmentante
ne soit trouvée dans T .

Alors x = m(Y), "

extl(B) si ¥ est un pseudosommet et B 1'orbite lui
correspondant.

y sinon.

(figure 2.4)

Marques match des pseudosommets.
figure 2.4




-33-

2.4 Reconnaissance de la parité des sommets

Soit (ék’ }h’ ﬂk) 1'arbre alterné en cours de construction, et
X €U VG,
=0 -

- si g(X) # X alors X ¢ V(Gh);
- si o(X) = X alors

. si m(X) =.0 et match (X) = 0, X est 1a racine de %k’ .

. si m(X) =0 et match (X) ¥ 0, X est un sommet pairdeT,,

autre que la racine ,

. si m(X) >0, X est un sommet impair de Tk'

2.5 Affectation des marques ext.

' l
2.5.1 Ext2

2.5.1.1 Sgppo§ons~qu'on forme une nouvelle orbite Bz dans
(Gps Ty Mp)s et soit B la racine de B, (figure 2.5).

figure 2.5

X, si Xn est un vrai sommet,

On pose alors ext, (B,) =
ext, (B&) sinon, .
(figure 2.5).
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2.5.1.2 Dans tout transfert de couplage ext, peut étre
modifié.
I1 y a 2 cas possibles :

A. Le pseudosommet X, image de B,

L

Xe

; .
avant transfert : %

/(: |
2 LRI ) LA

X
3 B£ B}L

figure 2.6 a

aprés transfert : X . . la
&2 . » K
Bﬂ B)L

figure 2.6 b

On pose eth(Bz) T = m(xz,z) (figure 2.6 a et 2.6 b)

est pair et soit x; = ext, (B!L)'
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B. Le pseudosommet Xz image de Bz est impair,
et soit X; = extz(Bz), x; = extl(Bz).

avant transfert :
X umnuunuffzx. X . 5>____...

|
Pad

On a alors eth(Bz) =

L
>

extl(Bz) = X;

figure 2.7 a

aprés transfert
Xp__—{x’é . XJ»}MAXA.--

figure 2.7 b

On pose extz(Bz) : = extl(Bz) = X (figures 2.7 a et 2.7 b).




2.5.2
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Ext
1

Quand un pseudosommet est marqué impair, alors
nécessairement i1 existe exactement 2 arétes de

(Gk’ b Mh) incidentes a ce pseudosommet (pnoB¥1$Ee 1.3, ) :

. une aréte uy € E(Gk) N My,-son extrémité dans le
pseudosommet est donnée par la marque extz;

. une aréte u, € E;(Gh)"Mh et c'est son extrémité dans
le pseudosommet qu'on mémorise dans extl. (figure 2.8)

uﬁ&{?f. xi}:ﬁi_‘x < e ".___{iI!’}
L § n

¢ BK Bn

Si on marque Xz, 1'image de BE dans (Gk’ Tk’ Mh)’
impair,c'est qu'il existe une aréte u, = (x s X )c:E(Gk) Mk
telle que e(xj) = XZ’
Alors ext, (Bz) D= X

figure 2.8

2.6 Modification des marques lors de la formation des orbites

2.6.1
2.6.2
2.6.3

Les marques m ne sont pas modifiées.

Les marques ext et § ne sont pas modifiées non plus.
Seules les marques o et e sont réagtualiSégs :

Soit Bﬂ une nouvelle orbite dans (Gh’ Tk;‘Mh) :

VX e V(B olX)i= X, elX)i= Xy .

VXeUVG), n<k, XeU(By :elXl:= X,

2
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2.7 Transferts de couplage

Lorsque la construction de 1'arbre alterné se termine par la

mise en évidencg d'gn arbre alterngé augmentant, et supposons que cela

ait lieu pour (Gh’ Tk’ Mhl’ on effectue un transfert de couplage

dans le graphe contracté Gk et non dans le graphe original, L.e.

on ne rééclate pas les pseudosommets successifs construits depuis

le début de la construction de 1'arbre alterné actuel; plus préci-

sément ce rééclatement, c'est & dire le rétablissement des couplages

internes des pseudosommets a lieu :

- soit & la fin de 1'algorithme,

- soit par le rééclatement des pseudosommets impairs, lorsque ce
sera nécessaire (cas de 1'algorithme de couplage de poids maximal :
poids u devenu nul).

IT faut montrer que les marques (m, ext, match) permettent de
reconstituer les ghaines alternées augmentantes.

Résultat 2.1

Soit éhg le graphe contracté final obtenu au moment
de la détection de 1'arbre alterné augmentant 7, , (m, ext, f, match)
étant les marques des sommets de TEO-Soit T u(X » Xn) la chaine
alternée augmentante dans Tk . ’
Le systéme de marques (m? ex@, match) permet de reconstituer

" dans (G, , T, ).
H ( ko h())
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DEMONSTRATION

g Soit u' = (xhé, xk;) une aréte de %hormu‘; il faut montrer que
le systéme de marques (m,ext, match) permet de déterminer 1'aréte
w précédent u' sur yu  (en prenant comme origine de la chaine
alternée augmentante la racine de 1'arbre alterné augmentant %ko).
(figure 2.9)

X
La racine de Xn = e(x,2 ) Xi = e(xk') Xf = e(xh,)
Tko , figure 2.9" “ I

On montre cela en considérant tous les cas possibles.

1. X, = e(xki) impair, {.e. m(XL) >0, etu'e My,

1.1 Xisommet vrai, £{.e. C(XL) ;-XL et Xie V(G) (figure 2.10),

donc. x, = Xi
ke

figure 2.10
Alors u' = (x, 5 x, ), OU x =m(x, ).
R, "k, kn ki

1.2 X, est 1'image d'une orbite,%i.e. X; ¢ V(G) (figure 2.11)

n _
figure 2.11
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X’é étant un pseudosommet impair, image d'une orbite B;,la
marque ext; (B) # 0(§2.5.2) donne le sommet de contact de B, .
avec u (Xp, XL)'

Alors u' = (xp,, Xfyp) s O
xkn m(Bi)

Xpp = extl(BL)-

2. X, = e(xki) pair, <.e. m (X;) =0, et u'e Tko- Mko-

2.1 X, sommet vrai, 4.c. olX)=X, X € V(G) et doncxp=X; (figure 2.

/ figure 2.12

u' = (x, , x » ol xp = match (x ..
(‘kn h,(_) Ry ( k»é)

2.2 X; pseudosommet, image d'une orbite By, i.e. XLQ:VKH (figure 2.1

figure 2.12
La marque ext,(B,;) # 0 (§1.5.1) donne le sommet de contact de B
avec u+(X0, XL) Alors u" = (xkn, xhg)’ ol
Xp, = match (X;),
xhﬂ = extz(Bi).
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2.8 Rééclatement des pseudosommets externes

2.8.1 Procédure générale.

Soit XZ un pseudosommet externe dans (ék, ;k’ ﬂk), image

d'une orbite Bﬂ'

Aprés des transferts de couplage successifs, la racine initiale

de Bz peut ne plus correspondre & la racine actuelle : en effet
chaque transfert-de couplage a lieu dans le graphe (G, , %h’ Mk)

correspondant, et non dans le graphe original (§ 2.7).

2.8.1.1 La racine initiale de Bz est le sommet X01d tel que :

Xo1q € ViByl, olX 4} = X, et match (X,) ¢ V(B,) .

2.8.1.2 %a racine actuelle de Bz est Te sommet Xnew tel que :

k¢

Xnew € V(BK)’ \Xnew =jint(ext2(X£)).

2.8.1.3 Le rétablissement du couplage interne de B,, ‘
compatible avec Mh’ consiste & effectuer un transfert
de couplage entre xnew et Xo]d'

Dans tout ce qui suit on suppose que B new S€ trouve sur la branche

u+(X61, Xo]d)’ ol X61= fint| f,(xz)); tous les raisonnements pré-
sentés ici se font' de maniére symétrique pour le cas ol Bnew se
trouverait sur 1'autre branche du cycle BK’ i.e.

+ - . i
Soit X, = fint (ext;(X,))s = X.= e(match(X,)), X =e(m (X,));
(voir figure 2.13)
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Les fléches indiquent les 2 chaines de parcours du cycle B
déterminées par les marques m et ext.
figure 2.13

REMARQUE 1 -

Les marques m des sommets V(B ) permettent de reconstituer les 2
sous-chaines suivantes du cyc]e B£ M (X67’ 01d) u ( §2° Xo]d)-
(Sur la figure 2.1.3 les fléches indiquent ces 2 sous-chaines).

LEMME 2.1

Le systéme de marquesm ext, { de Bget de V(B ) permettent de.

reconstituer la sous-chaine de B p M (X - L.e. la

“new’ o]d)
sous-chaine de transfert de couplage (§2.8.3)

o En effet, par définition de Bz et de la parité des sommets :
a) si Bnew était pair 1ors de la formation de 1'orbite BZ (4.e.

) = 0) alors u (X o1d) est une sous-chaine de u (Xgr c

( new new?®

b) si Bre etait impair (m(Bnew)> 0), alors
H (Xnew Xo1d) = W (Xgps Xpg) + (47(Bp)s §2(Bp)) + w "(Xgg0 Xo14)
En vertu de 1a remarque 1 le lemme est donc vrai dans les 2 cas.

8]
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2.8.1.4 Soit la modification suivante des marques m des

RESULTAT 2.2

sommets Xp € V(Bz) :

+
v Xp € (Xnew’ Xo]d) :

1. sim(X ) =0, al "(X ) ¢ = match(X
( p) alors  m'|( p) ( p)
(i1 s'agit ici des anciennes valeurs match, celles
d'avant le transfert de couplage effectué sur

+
M (Knews Xo1d)) »

. sim(X 0, "X): =0,
2. sim{ p) > alorsm’'( p)

+
4 Xp € V(B‘e’ - H (Xnewr xO]d) ?

m'(Xp) : = m(Xp).

Les nouve]lgs marques m', ext, match induites par le transfert

de couplage sur u+(X
permettent de reconstituer la chaine u+(X

o La démonstration se fait par considération de. tous les cas possibles
de parité de Xnew’ X

new’xo]d) et par Ta modification 2.8.1.4.

new’ X )

n*

1. Supposons que Xnew était marqué pair Tors de la formation de

1'orbite BK’ Lieem(X ) =0.

new

1.1 Si X, était marqué pair (m (Xm)= 0) alors :

. + *
LLIST X ew (X, Xopq b et w X Xpow) st une

sous-chaine de u+(X67, Xn)’ alors

+ + +
H (Xnew’ X,) = (Xa’ Xnew!» OF H (Xn’ Xew

)

est

une sous-chaine de (xo1d’ Xnew’ que les marques m

obtenues aprés les modifications 2.8.1.4 permettent de

reconstituer.
(voir figure 2.14)



B£ rééclaté

. Les fléches #donnent le sens du parcours de Bl déterminé par les marques m,
. les flaches-+.-.#donnent le sens du parcours de BZ déterminé par les marques
modifiées m',
. les arétes couplées correspondent au couplage obtenu aprés transfert de cou-
plage effectué sur BK'

figure 2.14

/
. + + -
1.1.2 Si X en (X67’ Xo]d) et u (X61, X, ) une sous-chaine de

+
p (X, X0 )s
§17 new

alors p (X {

X )=u (X

new’ - est une

+
Xnew)Etll(xn’ Xnew)

sous-chaine de u+(X61’ Xnew) que lés marques m permettent
de reconstituer.

. +
1.1.3 Si Xne “(Xéz' Xold),a]ors

+

- + : +
u Xpew Xp) = M (Xys X51q)+ ¥ (Xo14? %new)’ o

|

a +
w X, Xo]d) est une sous-chaine de u (X62, x01d ).

1.2. Si X, &tait marqué impair (m (X,)>0), alors
. + +
1.2.1 si Xn €y (Xﬂl’ xo]d ) et u (Xﬁl’ Xnew) est une sous-

. chaine de u (Xﬁl' Xn)’ alors

+

p (X

+ . . -
new’ Xn)z H (Xél’ Xnew) tu (ng* Xo]d) o (Xold’ xn) !

. +
u (Xo1d’ X, ) est une sous-chaine de u (X 14> Xnew)'
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+ - a
2. i : s-chaine de
1.2.2 Si X)Le U (XN’ Xo]d) et u (X67’ X)L) est une sou

'u+(X61, Xney!» ators :

+ - .+ o 4+ . .
W Xy %) = w Kegy X )+ v Kios Xo1a) * ¥ Xo107 Xnew)*

(§11B,), §2(By)).

. +
1.2.3 Si X,Le U (ng' Xo]d)’ alors :

+

W Ko X, = 1 (Xgp X1 5 0" gy X ) & (81(Bg), 628,10

n (Xgps X,) est une sous-chiaine de u+(X62, X4

2. On suppose maintenant que Xnew gtait marqué impair a la formation de B,

L.e. m(Xnew) >0 .

2.1 si X, était marqué pair (m(X,) = 0), alors

. -+ + - a d
2.1.1si X, eu ()%67’ Xo]d) et u (X61’ Xn) est une sous-chaine de

W (Xeps X gyl s alors

+

+ . + . = :
W X eyr X)) = w0 (Xﬂi’ X)W Koy xéz) P X e Xo1d! *

+ (41(8y), §2(Byl).

i + - -chaine de
2.1.2 si Xneu (X67’ Xo]d) et u (X61, Xnew) est une sous-chaine
.
% (Xél’ X/L) alors

+ - .+ . 4 s
W Kpewr X)) = X ggs Xpgyl ¥ Koar Xgo) * v Ku %o1d!

(41 (8,), §2 (By)),
+

w (X, X qq) est une sous-chaine de u (X .., Xj14)
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2.1.3 81 X, € “+‘Xo1d' X(g) alors

+

u (X !

= U (x/l.’ Xéz) + u_(xél’ Xnew) + (61(82): 62(32))’

or ”+(Xn’ ng) est une sous-chaine de u +(Xold’ ng)’

new’ X&)

2.2 Si Xn était marqué impair (m(Xn) > 0) alors :

2.2.1 Sid Xn € u+(X67, Xo]d) et'u'(X61, Xn)est une sous-chaine de

new
+
X/L) = H (X)L’ X

u _(X67 X_ 1, alors :

+ + -
po (X ), u (Xn' xnew) étant une sous-

new’ new

chaine & u (Xﬁl’ Xnew)‘

. { + - s
2.2.2 Si Xn €U (Xgl’ Xold) et u (xél’ X ew) est une sous-chaine

n
de “—(Xﬁl' Xn) alors

+

p (X }.

new’ ) @st une sous-chaine dey (X61, Xnew

. + .
2.2.3 Si Xn €U (Xﬁz’ xo]d) alors :
+

H (Xnew’ Xn) L (Xo1d’ Xn) fr (Xnew’ xo]d)’

v

u'(Xo]d, Xi) étant une sous-chaine de u+(X0]d, ng)'
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2.8.2 Rééclatatement de tous les pseudosommets a 1a fin de 1'algorithme

Lorsque les conditions d'optimalité sont vérifiées pour un
certain arbre alterné Tk et le couplage Mk correspondant il
faut procéder au rééclatement de tous les pseudosommets :

1. Le Temme 2.1 garantit que le systéme de marques m, ext, §,
permet de reconstituer toute sous-chaine de transfert de
couplage & 1'intérieur des pseudosommets externes dans
(Gps Tpps My)-

Si BK est un pseudosommet externe, alors le transfert a

lieu sur la chaine u+( X Xo]d); il n'est pas néces-

new’

saire de déterminer au préalable pour Bz le sommet Xo]d :
- +

la chaine u (Xo1d’ xnew

couplée 1pc1dente a Xnew'

) débute nécessairement par 1'aréte

2. Les racines des pseudosommets pseudoexternes de la chaine

“+(Xnew’ Xo]d) sont réactualisées (§.2.5.1.2).

3. Les marques o et e de tous les sommets de BZ sont réactualisées :
VX, tel que e(XA) = Xp
e(XA):= fint (XA),

Xy si c(Xb) =X,

O(XA):
cmé)sinon.

4. Le graphe (&h,’ ;kl' ﬁk}) obtenu apreés rééclatement de tous
les pseudosommets externes dans (Gk’ Tps Mk) peut contenir de
nouveaux pseudosommets : on procéde algrs a leur rééclatement,
et ce jusqu'a 1'obtention de (Gy, Ty, My) = (G, T, M).
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Remarque

Le calcul de jint se fait de la fagon suivante :
on sait reconstituer dans 1'arborescence A associée au pseudosommet XZ
(voir § 2.2.3) 1'unique chemin joignant X‘S a 'Xli grice aux marques 6 :

si X, X = X, X , .... X , X,lest ce chemin, alors
/‘[ I,] I:A 4 3, l]

jint (X)) = X, .
4 AZ

IT serait lourd de faire le calcul de ce chemin pour tout XA; en fait :

. on calcule fint (x) pour un des sommets x eV tel que e(x) = Xy
(n'importe lequel de ces sommets);
soit X% = f4nt(x); on pose e(x):= XAI. ; comme jLnZ(XAL) = X,
pour tout X%e/l—x, Xz],ﬂ n'est plus nécessaire de faire le calcul
de jint pour ces pseudosommets-13; on pose e(X, ):= X%;
L

. i1 suffit maintenant pour tous les autres sommets xLeV tels que
- 2 Y ] -
e(xj-) =X de remonter les chemins /ch/é, Xz]dans A jusqu'au premier
pseudosommet Xéitel que a(XAL,) # X!_, s'il en existe; alors
jint(x;) = X%, donc e(x;):= Xbiet fint (Xék) = X

i &k, donc e(xék):= Xé‘.c..

5, pour tout
L
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2.8.3 Rééclatement d'un pseudosommet B£ externe impair dont le
poids est devenu nul (cas de 1'algorithme de couplage de
poids maximal).

Comme en 2.8.2 on procéde & un transfert de couplage sur la
new’ Xo]d)' Cette fois-ci il est nécessaire de
modifier les marques m'de la sous-chaine de Bz réinsérée
dans 1'arbre alterné Tk : i1 s'agit de la chaine u*(xnew,x&)
(voir 2.8.1): Tes nouvelles marques m' de cette sous-ghaine

chaine u*(x

doivent décrire la structure du nouvel arbre alterné Tkl'

1. La modification 2.8.1.4 et 1e résultat 2.2 garantissent

qu'on peut reconstituer “+(Xnew’ Xn)'

2. Les marques exty, ext, de u+(X Xn) sont réactualisées,

new’
comme dédcrit dans §2.5.1.2.

3. Les sommets Xnew €t X, deviennent impairs dans Thl;

les sommets constituant u+(X
vement pairs et impairs.

new’ Xn) deviennent alternati-

4. Les marques o et e de tous les sommets de BE sont réactualisées
comme décrit au point 4 de § 2.8.2.
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2.9 Un exemple pour 1a proc -
. =dure de marg

. .
L'exemple présenté ici

i1lustre 1'u

des marques définies d c——e——m—ee
: wis ce chapitr

sont ceux du chapitre

1. Au début les valeuy—

1, § 1.4.

- qnitiales d

¥ x.
xLeV m(xi) =—F

————

0 . = -
(x;) = Xz

—

mateh(x)

Yo 1% 1 %7 | %4 | X5 | ><—

7————---====Eaiiﬁiiggy
Xg 1%13

2. On construit un a w—
m(x;) = 0. !

bre alterné 1

3. On examine 1*'avré t=  —————
Le | ‘ .
sommet Xg dev i e ————— (X1’ XZ), 11
t 'impa'irs
m( x —— )
- ) = X,1, m(X:

4. On examine succ
L ==

ssivement le!

'm(x-4) = 2

m(Xé) =0,

=

5. En étudiant 71 °® a‘,‘
v =
(B,) {xz, X 4 -
. les mrques png

.
R . (x-ba X”r')
Xgs Xgr Xyli
et ma/t(‘.h des

. lacontracti o w

Leninitial =

mix;9) = o
match { x

7
filx;9) =

—==mmmwep de G par
sant les marc

alxgql = %

) = X ext,

x40 Tpl¥pql
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2. en modifiant les marques o, e des sommets de V{B,) :

X

n
"
it
L]

o(xs) c(x4)= o(xs) c(xé) o(x7)

19’
e(xé) = e(xy) = Xpgi

e(xs) e(x4)= e(x5)

les marques match de ces sommets restent inchangées, ainsi
que leurs marques e .
L'ensemble des sommets & partir desquels peut s'effectuer le
marquage est alors constitué des sommets s Xgs Xgs Xps Xy Xg5
puisque pour chacun d'eux m(e (x)) = O.

6. En examinant successivement les arétes (x5, le), (xé, xg), (xg, XIO)
on marque :
- pair Tey sommets x,, Xgs Xp5
mix;,) = mixg) = mix,5) = 0;
. impair les sommets X115 Xgs Xpg °
m(xll) = x5,.m(x8) = X4, m(xlq).= Xg-

7. L'examen de 1'aréte (x,zg Xq3 ) conduit & la formation de 1'orbite Bys

VIB)) = txy0, Xgo Xg, Xpps X350 Xpgs Xy}

. le pseudosommet correspondant 3 Bz est le sommet x dont

20°
Tes marques prennent les valeurs suivantes :

mixpgl = 0, alxygy) = x50, elxyy) = x,0,

X

match(xzo) : = mateh (x

19} = %5

extl(xzo) =0, EXtZ(XZO) : =ex9(x19) = Xg;
F1(x0) = Xpp0 Folagg) = xp55
. les marques e des sommets de V{Bz) sont réactualisées :

elx;) = = %, e 1=(3,4,5 6,7 8 9,10, 11, 12, 13, 1
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Le Tableau I donne les valeurs de toutes les marques aprés formation de

m(x) 0x10x3x300x60x9x500-1—1—1-1
aix] X X Xpg9 Xg9 X9 Xq9 Xj9 Xgp Xgg Xg Xy Xgp Xgp Xy
elx] X1 X Xoo X Xy X9 Xg0 X990 Xg9 X0 Xgp X0 %20 *u X135 %14 Xg7
FALIX) | Xy X)) Xpg Xqg Xyg Xgg Xgg Xy Xoy Xgg Xgg Xgn Xgn Xy 5 %15 X137
mateh{x)] 0 «x

>
-
o
®
-
W
>
=
>
S—
~4
=
-3
o

3 Xg X X3 Xy X5 Xg Xg Xg3 Xqp X4

a) marques des sommets vrais de G.

3"19 X0 X721 Xp2 Xp3 Xp4 Xp5 X4
m{x) 0 0 -1 - -1 -1 -1 -1
(x)
¢ Xo0 %90 %91 %99 %73 Xg4 Xg5 Xy
e {x)
‘0 %0 *u1 Xz %73 Xg4 *p ¥y
Ant(x)
I X19 X920 *g1 %97 %93 Xg4 Xg5 %94
match(x) X, X, 0 0 0 0 0 0
f,(x)
1 X, Xy 00 0 0 0 0
¢ 1) _
7 x7 xB 0 0 0 0 0 0
extq00) 19 0o 9 0 0o o0 o o
ext,(x) Xg X3 00 0 0 0 0

b) marques des pseudosommets de G.
Tableau I.




8. On examine ensuite les arétes (x,,, x74) et (x15’ X4

m(x-74) = X

EXtI(XZI) =0, eth(le)

;o(x,s)
elx;g)
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g :

90 Mgl = 05 mixgg) = xpg, mixgg) = 0.

9. Une nouvelle orbite B3 est formée aprés 1'étude de (x75, x17);
X3 = Xy; est le pseudosommet correspondant 3 B3 :

. M(XZ]) = 0,0'(X21) = xz]» Q(XZT) = x21;
match (xu) : = ma/tch(x15) = Xqy43

= X5

frlxgq) = %55 fplxyq) = Xg5

= elx;,) = elx _ .
16 17) = Xp1 3

10. Enfin 1'examen de (x17, x]g) conduit & T1a détection d'une chaine
alternée augmentante u(x7, xlg).

. Les arétes constituant u(x,, xlg) dans bg(voir § 2.8 ) sont
reconstituées de la facon suivante :

= (%7, Xgls

{match (Q(Xl?)), extz(Q(X17))) = (matCh (le), eXtZ(XZI)) =
(x40 %45); '

(m(xM), X-74) = (X»11’ X14)3

(match (e(x,,)), extz(e(xli)) = (match (xzo), extz(xzol) =
(XZ’ xg);

(m(xz): xz) = (x7’ xz)'



-53-~

. Le transfert de couplage sur u(x,, xjg) = [a,, 9y €35 2y, eij
implique les modifications des marques match :

match (xlg) = Xyg match (xm) = Xqgs

match (x14) = X4 match (xzo) = Xqyg»

match (x,) = Xy, match (xz) = X,

et les modifications des marques ext des pseudosommets externes :
extz(xZI) = xly,extz(xzo) = Xyqe

11. On procéde finalement au rééclatement des pseudosommets;
. les pseudosommets externes dans @3 sont les sommets gjte]s que
§>n=1V et e(xj) = X donc Xy1 €t X,

. Pseudosommet Xg¢

Comme m(jint(ext,(x,;1]) = 0 et e(match(jint(ext?(xZI)))) =%y s

alors on effegtue un transfert de couplage le long de 1a sous-chaine
paire u; de Bs joignant Xq3 d 1'unique sommet x de 83 tel que
fint(match(x)) 4 x 21 4-¢. 1a racine originale de By (voir § 2.8.1).
Cette sous-chaine est reconstituée de Ta facon suivante :
e; = fiint (EXtZ(XZI”’ fint (ma,tch(extz(xﬂ)))) = (x”, xw),_
Q—z =(x16’ J’LM(m(xlé)” = (x-16' X75),‘

+
came e (mateh(x, )} = X144 Xp7, @lors yg= [er 27 -
Le transfert de couplage sur ugﬁimplique les modifications suivantes
des marques match :
match (xw) = X5, match (XIS) = _xlé"
mateh (x

match (XZZ) = X

77! 165



—-54-

. Les marques o, e sont réactualisées :

olxggl = xyg, 0lxp,) = %54, 0 (x75) = x5

elxgg) = xpg, elxg ) = x5 elxyg) = xps.
(voir la figure 2.15).

Pseudosommet Xp0 ¢

. &mmenﬂjint(extz(xzo))) = m(x,,) =0 et e(match(jint(extz(xzo)))) = X
alors on effectue un transfert de couplage sur la sous-chaine paire “Z

de Bz.suivante : d

uy = [eps 2 e ey g, ], o0

(ji%t(extz(xzo)), jént(match(extzlxzo)))) = (x,,, x,z),

~
e
1}

(x7,, fintim(x,,))) = (X195 X135,

Q3 = (X,13, j'(—”/t(m(xla))) = (x13: x,o),

1}

(x-loy J’énzt(ma/tCh(X-IA)) = (x10 xg)).

2.5 = (X9, j"(:nft(ma/tch(xg))) = (x-gp X-g);

)
o
1

= [xg, fintlmixg))) = (x5, x;).

Les marques match sont donc modifiées :

match (x X135 match (x,s) = Xgq

12)

mateh (x10) = Xq, match (x9) = X0 ,

match (xg) = m(xg) = X4 match (x,9) = Xg;




Couplage dans G aprés rééclatement du pseudosommet x

figure 2.15
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21°
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. Les marques o,e sont réactualisées :

X.

G(Xi) TL Q(XL) =X L= 11, 12, 13, 10, 9, &, 19 ;

e(xi) X1 gs L=3,4,5, 6, %

. Enfin extz(xlg) = X
(voir figure 2.16).

6.

Aprés le rééclatement de Xy1 et X905 il n'existe plus qiun seul
pseudosommet dans Gysh.e. xlq(car e (x19) = x19).

-

On procéde & son rééclatement :

. Comme m(jint(extz(xlq))) = m(xé) =0 et

e(match(jint(extz(xrq)))) = e(match(xb)) = e(x4) = X4,

alors on procéde a un transfert de couplage le long de la sous-chaine
pI de B, suivante : )

u; = [e], aé] , 0l
(jint(extzlxlq)), jLnt(match(ethIX7971)) = Lxé,x4),

¢
e, = {xy fdnt (m(x,))) = (x4, x5).
Les marques match sont modifiées :
match(x4) = Xg, match(x3).= Xy
match(extz(xlq)) = match (x]9), donc match(xé) = Xge
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/X4Wm.. X.é
XIMX

2

wuww 76

\x /M"m

1?7

Couplage dans g aprés rééclatement des pseudosommets X

71 et x20'

figure 2.16




12.
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Le couplage résultant du rééclatement des pseudosommets est

maintenant entiérement décrit par les marques match;
Le tableau II donne les valeurs de ces marques, et la figure 2.17
illustre le couplage ainsi obtenu.

mateh (x)

Tableau II




Couplage final dans G apré&s rééclatement des pseudosommets

%10 X9 Ot xqg-

figure 2.17

—-590-
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CHAPITRE III

ALGORITHME DE COUPLAGE DE CARDINALITE MAXIMALE

3.1 Introduction

3.1.1 L'algorithme présenté ici sebase sur 1'algorithme d‘EDMONDS
présenté au Chapitre I et sur les résultats de HOPCROFT et
KARP (L11]) : i1 s'agit de déterminer un ensemble maximal
(pour 1'inclusion) de plus courtes chaines alternées augmen-
tantes disjointes, pour un graphe et un couplage donnés,
puis aprés avoir effectué les transferts de couplage corres-
pondant, réappliquer cette procédure pour le nouveau couplage
ainsi obtenu, ft continuer ainsi jusqu'a 1'obtention d'un
couplage de cardinalité maximale.
HOPCROFT et KARP ont appliqué leurs résultats au cas de graphes
bipartis, et 1'algorithme présenté ici s'applique & des graphes
quelconques.

3.1.2 Le principe de sélection des arétes et sommets candidats au
marquage dans 1'algorithme d'EDMONDS consistait & choisir un
des sommets pairs non examinés - n'importe lequel de ces sommets -
et toutes les arétes .incidentes @ ce sommet; dans 1‘'algorithme
présenté dans ce chapitre ce choix n'est pas arbitraire et obéit
d des critéres précis : ceci est réalisé grdce & des marques sup-
plémentaires; le systéme de marques défini précédemment, ainsi que
le principe de construction des orbites, de leur rééclatement, et
celui des transferts restent identiques.
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3.1.3 Le plan duchapitre est le suivant : on convient d'appeler pas
de T'algorithme 1'ensemble des opérations permettant de passer

du couplage ML a ML+7‘

1. Définitions et notations;

2. Exposé d'un pas de 1'algorithme;

3. Démonstration de la validité (convergence, obtention
des ensembles maximaux de plus courtes chaines aug-
mentantes).

4. Calcul de la borne supérieure du nombre d'opérations.
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3.2 Définitions et notations

Soit G = (V, E) et M un couplage dans G.

3.2.1V (M) = {xil, e+ xi, }, 1'ensemble des sommets insaturés dans (G,
[v(M)] = x.

3.2.2 L'algorithme consiste’'d développer une forét alternée T dans (G, M);
Les arbres alternés constituantT ont pour racines les # sommets

N n
de V(M), et sont notés T,, T T;T=\U.

17 722 0 Ty P
3.2.3 Comme précédemment, les sommets marqués par 1'algorithme,
appartenant donc & T, sont de 2 types : les sommets pairs et les
sommets imagirs;

J{x.)= { .) s . mmet i
m(xL) 0 ALOTXL) X et X, un sommet pair,

Ux; e T

. . { . . . et impair.
m(XL)?OI&LU(X&) x; et x. un sommet impair
- S1 m{xg) = 0 alors i1 existe une chaine alternée paire
unique reliant x; d la racine de 1'arbre T/ dont i1 est issu;
Si in dénote cette racine, alors cette unique chaine sera
~ +
notée 1y (szf xi);

- De fagon analogue, 1'unique chaine alternée de longueur impaire
reliant un sommet x; tel que m(x;) >0 sera notée u"(xjif x¢),
ol Xi: dénote Ta racine de 1'arbre alterné dont x; fait partie.

32,85 =1, ..on 0(TH) = 05(Tf) v 07 (T{),
o . . .
0 (T4) = {x; e T5 | x; a eu comme premiére marque m la marque paire
0 (Tf) = {xg € Tj | x; a eu comme premiére marque m la marque impaii
et sa marque actuelle m est paire (par formation d'une orbi:

+

n . n
0 (T) = U 0N(T), 0T(T) =U 07T, 0(T) = 0F(T) v 0" (T).
j=1 J §=1 5




4
11;'
i
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. . il

n
1) =V I(T,)
=1
n
j=1 ]

3.2.7 En plus des marques e, o;match, m, ext, f def1n1es précédemment, =
les marques suivantes sont utilisées : ?
3.2.7.1 Vx'é e 0(T) d(&i) donne 1a longueur (le nombre d'arétes) de

1'unique chaine alternée paire entre X; et 1a racine de
1'arbre Tjdont il est issu, 4.e. d(xi) 2’ (x o )) ot

xfi e VIMINTS ; i
1'algorithme procéde de facon & ce que d(¥é) donne la i
Tongueur de 1a plus courte chaine alternée paire entre X

et une des racines de T, A.e.

3.2.6 VIT) = 1(T) v O(T); V(T )= 1(Tf) v 0(Tf); V(T) =V vr;)
|
|

dixg) = min {2’ ix, x,))}.
X.k € V(M) ;;I

x. e VM) T4,

B272 Ve e VT aly) = xy, xy

3.2.8 L'algorithme procéde par examen d'arétes; les listes d'arétes suivantes !
sont définies : i

3.2.8.1 LISTE = {Lo, Lo, Lu,uv. Ly, oon Loy} (N =|X]) 5
3.2.8.2 Lu (a=0,2, 4 ... 2], La={3Lj‘ Lj‘},
3.2.8.3 SL%, = {(x, . ’”
o= txg, Xp s (Xipr xp,) (x Y xzp)}
V(xA, &t)e LISTE , X, € O0(T). Si (xA I)E La, alors { Xy xt) € SL et

d(x ) + d(xt) > a
3.2.8.4 SL -{( B’ )/ W )eE}
[3 xz X X.K

Les listes SL? sont des sous-listes, propres ou non, des SLJ.ﬁ N
k— 11l
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3.2.8.5 SLI = {(x R &2 ), .. (x i x[ 1}.
Ces 11stes S I. Sont def1n1es pour tout x“2 tel que

"ﬂxjh)>0 et o(gj) =x;
Si (xj , &K l €S Ij , a?brs XL, e 0(T).

Ces listes Sont utilisées pour mémoriser les arétes
incidentes aux sommets impairs de T. C'est nécessaire
dans le'cas ol les sommets -impairs sont marqués pairs
par formation d'orbites; les arétes contenues dans les

SLIfh doivent alors étre examinées.

REMARQUE

Du point de vue programmation, le graphe G est mémorisé sous
forme de listes d'adjacence : il existe pour tout sommet X; € v
une table contenant tous les sommets xj e V tels que (xi, xj) e E.

Toute aréte (XL’ xj) apparait 2 fois dans ces listes : d'une part
dans la liste d'adjacence du sommet X5 d'autre part dans la liste
d'adjacence de xj.

Des tables de correspondance permettent de trouver (xj, X, ) quand on
dispose de (xi, xj). Ce point est important pour la borne supérieure
du nombre d'opérations de 1'algorithme.




3.3 Exposé d'un pas de 1'algorithme

Etape 0 (Initialisations)

Lo

9 Vo =12,4, ... 2N;

Lo = { SLLI’ SLiz' ...Spék}; ol xij e VM), V¥§ =1, ...n;
X; pour x. € VM)

a(xL) =
0 pour X; € vV V(M) ;

e(xi) = o(xi) = X Uxiev,-
-1 pour x; e vV V(M)

mix) = /

0 pour X; € VM) ;

, r
T.=x, Vji=1,...n, T=\U Tj"
i i=1

d(x/é) =0 Vx/; e V;

Etape 1 L=4+1

.
2

(x,, x,) = LISTE(d) ;

o

1.1 Si LISTE (&) = @ fin de la procédure;
1.2 Si d(xb) + d(xt) > B fin de la procédure;
1.3 Si (xb,' x/t) ¢ M, alors

1.3.1 Si m(x/t) <0 alas pr= match(xg) et m(xp)

<03
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On pose a(xt) : = a(xA), a(xp) : = a(xg);

m(xt): =

X, m(x)o):‘= 0;

a; ¢ = d(xp):= d(xé) + 2,0 : =20 -2;

On introduit dans L, la liste SLp .

1.3.2

1.3.3

T : ='T,U Xp v xp; aller en Etape 1.

Si m(xt)>-0 et o(xz) = Xy, _

on introduit dans SLIt 1'aréte (xt, xé), apreés
1'avoir éliminée de la liste SLI.

SLI, = {(&t, X: ) ... (xt, xé)} ;

aller en Etape 1.

SE mlx,) = 0 oumlx,)> 0 et olx,) §x,

1.3.3.1 si e(xé) = e(xz) aller en Etape 1 (les
2 sommets xéet X4 font partie de Ta méme orbite);

1.3.3.2 si e(xé) # e(&t) et aucune aréte de la liste SLt
n‘a pas encore été examinée, aller en Etape 2;
sinon e(xé) # e(xt)et on a déja considéré des
arétes de SLI :

.3.3.2.1 si alxé) = a(xi) on peut former une nouvelle orbit

1'aréte (xb, xi) est dite aréte de type orbite.

Al i

Les marques e,o, match, ext, f sont modifices de facon
décrite au chaﬁtre précédent.

- Les marques d des sommets marqués pairs dans B restent
inchangées.
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- Les sommets marqués impairs dans B sont marqués
pairs et deviennent donc des sommets de type 0 ;
on peut calculer maintenant lTeurs marques d.

Ce calcul se fait ainsi :

si on note £(B) 1a longueur (nombre d'arétes) du
cycle impair (orbite)B, alors les 2 relations
suivantes sont vérifiées pour tout

(xk,‘xz) € E(B) :

(1) d(xn) + d(xﬂ) = L(B) + Zd(xt) -1
ol Xy est la racine de B et (xk, xz) € E(B)- M;

( 2)d(xn) + d(x,) = £(B) + 2d{x,) + 1, pour (x,, x,) € E(B)nM
(relations évidentes au vu de la définition d'une orbite)

{
si x e V(B) et m{x) > 0 (avant modification des

marques), alors
y = match(x} € V(B) et (x,y) € M n E(B)
et donc, en vertu de (2) et (1) :
dix) = £(B) + 2d(x,) + 1 - dly) -
d(xé) tdlx,) + 2 - dly).

Les arétes des listes SLII associées aux sommets
marqués ‘impairs avant modification de ces marques
sont placées dans LISTE :

Vx, tel que x;e V(BlnI(T) :

-

1/ V(xi, xj) € SLIL, (xi, xj) est placé 3 la fin
de-la liste la , ol a = d(xi) + d{x ) (d(xj)
est bien défini en vertu de 1.3.2);

2/ V(;é, xj) € SLL- SLIL, (;é, x.:) est placé & la fin
de 1a liste Lo, ol o = Zd(xi) - 2.
Aller en Etape 1.
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1.3.3.2.2 Sinon (donc a(xA) # a(xt))on a détecté une
chaine1u'{a(xé), a(xt)) alternée impaire

joignant 2 sommets insaturés de (G, M); (xA, Xt)
est appelée alors aréte augmentante;
u lalx ), alx )] =
min Z(u(xi, Xj)) = d(xA) + d(xi) + 1.
X Xi€ V(M)
On pose B = d(xA) + d(xtL
Effectuer un transfert de couplage entre X,
Xz et a(&t).
T:=T=-(T vT ).
a(xd) a(&t)

Supprimer de LB les arétes(xh, xz) telles que :

soit a(xé)
4 = a(x-k) =
soit a(xz)
soit a(xA)
b= a.(x'e) =
soit a(xt) .

Aller en Etape 1.

1.4 Aller en Etape 1.

Etape 2

On sort de la liste SL, 1'aréte (xt, xé) et on 1'introduit
dans Lo,

avec a = d(xb) + d(xt).

Aller en Etape 1.

et a(xé),
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3.4 Démonstration de la validité de 1'algorithme

3.4.1 Commentaires et premiers résultats .
Remarque 1 Les listes La sont telles que U(xA, xt)e Lla :
1. Si x s Xy € 0(T) élors d(xé) + d(xt) > 0.

4

2. 81 x, ¢ 0(T) alors a = 2d(x,)-2.

RESULTAT 3.1 Si en examinant (xé, xt) on introduit de nouvelles
arétes dans LISTE, alors Teur rang dans LISTE est
supérieur au rang dans LISTE de (xé, xt) elle-méme;

Les arétes &tant examinées séquentiellement dans LISTE,
ceci dhrantit qu'aucune aréte ne sera omise.

DEMONSTRATION Soit a tel que (x,, x.)eSLS.
On introduit de nouvelles arétes dans LISTE dans le cas od :

1. on marque pair le sommet X non marqué (donc Xy € 0+(T)),
point 1.3.1 .
En vertu du point 2 de la remarque 1, o = Zd(xé) - 2.

On a d(xt) = d(xb) + 2 et on introduit dans LY 1a liste SLA

Y = Zd(xt) -2 = Z(d(xé) +2) -2 = Zd(xb) + 2 =0+ 4,
donc vy > a.

2. On forme une nouvelle orbite B ((xé, xt) est donc une
aréte de type orbite, point 1.3.3.2.1). On a donc ;

o= dlx, ] + dx,);
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2.1 On introduit les arétes des listes SLI, , ol
Xe € V(B) est un sommet marqué impair avant formation de B.
I1 faut montrer que

dix, ) +dlx, ) > d(x,) +d{x,) V¥ (x,, x, )e SLI. .
tp tq 4 Ea Ip Iq Ip
En vertu de (1) et (2) du point 1.3.3.2.1

d(xt } + d{mateh{x = d(xé) + d(xt) + 7 =0+ 2.

))
p Tp
D'autre part dix, ) > dimatch(x, )) - 2, d'od
: tq tp
dlx, ) +dlx, ) » dlx, ) + dimatch(x, })) - 2 =a+ 2-2 = qo-
tp tq tp ,tp
2.2 On introduit les arétes des listes SLt , oll Xp € V(B)
sont les sommets marqués impairs avantﬁﬁa formgtion de B,
dans Ly.
Y = Zd(xtp) - 2 et d(xip) > max (d(xé), d(xt)).
D'autre part soit d(xé) = d(xtL soit d(xé) = d(xt)+2
/ si d(xb) > d(xt).

. §i d(xé) = d(xt) alors d(xtp) > d(xb)

et Zd(xt%J—Z > d(xé) + d(xt) -2 z20.

..Si d(xé) N d(xi) + 2 alors d(xjcp) > d(xé) ’

et Zd(xtp) -7 > 2d(xé) -2-=4d (xé) + d(xt) =0 .

3. Aucune aréte de SLt n'a encore &té examinée (point 1.3.3.2).
On a de nouveau o = Zd(xé) - 2 et (xt, xé) est placé dans Ly, ol
Y = d(xé) + d(xt) (Etape 2).
On a d(xt) > d(xé), donc vy » Zd(xé) > Zd(xA)—Q, donc y > o -
u}

Remarque 2 Le choix de la valeura dans le point 2 de la remarque 1 est
motivé par le point 2 de la démonstration du résultat 1.
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Définition 3.4.1

est définie de la facon suivante :
. pour k > 1

1. o, correspond 3 la valeur d(k)(x ) + d(h)(x )

de la (!z+1)eme aréte (x .y X, ) augmentante ou de type
orbite détectée par 1' algor1thme :

2. - soit G(k")

si (X-, XJ) est de type orbite (cas 1),
G =

- soit ¢RI L qrlesTly o pleeT)
< i

si {¥L' xj) est de type augmentant (cas 2),

w
.
I

d soit (T{R-T) A(k"7))nﬂ(7(k-7)ai v T(h—l)aj)
TR pour le cas 2,
- soit TIR=TD 0 4lR) pour le cas 1,

ol A(h) ={ xe G(h)/x a &té marqué (pair ou impair) entre
la détection de 1a k - &me et Ta (k+7)&me aréte
de type augmentant ou orbite dans 1'algorithme };

4. m(h) et d(h)‘sont les marques des sommets de T(h).

. pour k=0
1. lesdéfinitionsde a<k), m(h), d(k), A(k), restent valables,
2.6(0 - ¢ .

3. 7(0) - pl0)

K correspond d la derniére aréte augmentante ou de type orbite
déterminée dans un pas de 1'algorithme.
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Le plan de la démonstration de la validité de 1'algorithme est le
suivant :

1. Démonstration du fait.que pour tout sommet pair 1'unique chaine
alternée paire le reliant dans la forét alternée T 3 la racine de T
est, parmi toutes les chafines alternées paires reliant ce sommet i un
es sommets insaturés, une plus courte chaine, £.e.

dix) = min 2’ (x;, x)).
x ;€ V(M)

On démontre pour cela que si le résultat est vrai pour tous les som-
mets marqués pairs avant formation d'une orbite, alors il reste vrai
pour les sommets impairs devenus pairs par inclusion dans cette
orbite (§ 3.4.2.1} lemme 3.1).

Ce fait, ainsi que des propriétés concernant les valeurs des marques d
(§ 3.4.2.2, lemme 3.2 et corollaire 3.1) permettent alors d'obtenir
le résultat par récurrence sur k(voir la définition 3.4.1).

2. Démonstration de 1la ﬁinima]ité de la longueur des chaines alternées
augmentantes ( § 3.4.3, lemme 3.3).

3. Démonstration de 1a convergence de 1'algorithme, ainsi que du fait que
le couplage final est de cardinalité maximale (§ 3.4.4, résultat 3.3).
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3.4.2 Longueurs des chaines uniques reliant les sommets pairs de la
forét alternée T & ses. racines.

3.4.2.1 Minimalité des marques des sommets des orbites

e 3.1 soit (6F, T(R), pl)glkl o) et B 1iorbite
- formée aprés examen de 1'aréte (xé,-xj ) correspondant

=

Ao
(figure 4.3)

Alors[v x, e or® 1)) 1 (gm, )

”Z-I) ; +
d (x,) = min Llu (x,, x, )| =
Tk e vi) o %]
Ve tiEm, ) d® ) cmin 2w Tk, X))
géeV(M)

DEMONSTRATION

. - . oelsa e {R-1)
Soit X, € I(Bmh—l)’ Lie. X, était impair dans G .
Soit X, = match (xé). Nécessairement Xy € V(Bmk_l).

En vertu de (1) et (2) de 1.3.3.2.1 de 1'algorithme :

+

(k-T1) (k-1) -
d (x,) +d (x,) -2 =

+

ale ) iy )

d(k'l)(xj) et donc
R O R TR Al L )

Supposons qu'il existe £ tel que 3J u;(iﬂ, xA)
avec 2( uj) < dF T ().

Wy lxgs ) = uplg, %) 4 (%, %) & lxy, x,).
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Il y a deux cas possibles : soit x, ¢ o(rlk-T)y

soit x, ¢ o((ET)),

1. 51 %, e 0(T™® T, ators
uu’;) = z(u;m = d”z’”(xn)+2<d(h’”(xél,donc
qlk-1) (x,)+2< Lty (x, 1+ gle-1) ("j“z'd(h_” (x,1,donc
d(k-1) (X/L)"-C{(k-]) (x,t) < d(k_l) (xi)+d“2—1) (X,j), et en vertu du

résuitat 3.1 1'aréte (xn, xt) aurait été examinée avant (xi, xj),

donnant Tieu alors d@ un marquage différent de Xy

2. six, ¢ 0(T*7)), alors
2.1 x, ¢ 0BT o e pqrleTh),
En effetdZd(k_” (x,)-2< qle-1] (xﬂ«td””’(xj),
car si d(k'l)(gé)< d('l)(x.)

alors d(k—l)(xi) =_d(h_1’(xj)~2; il y a 4 cas possibles :

.81t #4etfetsi d(h—lhxﬂ = d(k'l)(xj) alors
od T ) al® ) o gl i),

.sit=4out=j et d(h_1)(xi) = d(k“l)(xj) alors
2d!® 1 ) < 2tk - d(k_”(xxlpd(h'”(xj),

Csit=ietdl®l) (x,) <d“z_”(xj) alors
{k-1) o qlk=T) (k-1) (R-T1)
2d (Xt) = 2d (XI(:) <d (XL) + d (X-J'))

.sit=4et d(h_l)(xi)<:d(k'1)(xj) alors
(k-1) _ (k-1) - lk-1) (R-1)
) 2d (Xt) = 2d (Xj) =d (Xj) +.d (XL)"'Z)

(k1) g _ 4lk-T) (R-1)
2d (xt) 2 =4 (xi) +d (xj).
Le résultat 3] implique que 1'aréte (xt, xh) a été examinée

avant (XL’ Xj) et donc X, s'il n'était pas déja marqué impair,

aurait été marqué impair (m(xn)=xt) (1.3.1 page 65)
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Remarquons que rien n'interdit ici X, = X

~75~

) = il R ) +
x,) = u? X,, x&’ wylx,, x,lz

+(xn,’ _X,lz) *uglx,, x|

(ol X, = “n’ {figure 4.1).

2

Llug) + £lug) - 7<:d(k-’)(xé) -2+ L) -1

or z(u;) < d(k“”(xt) + 1,

done d'* M i) - 50 gy ¢ ) 4 gl ) o,

et donc £up) + £(up) < d(k_J’(xé) ; d(k"i)(xt) -1,

or 2lp) + 2hug) = dl¥ M o qle Tl )y g et par

conséquent d‘h—”("m’ i d(h-”("nz) < d”z“”(xé) + d(k"”(xt)—z
Comme d'éhtre;mrt d(k'])(xé) + d(k'7)(xi)_2 - d(k'I)(xL)+d(k"7)(x i

on obtient en fin de compte 1'inégalité suivante :

dlt 10, ) e al ) gl ) a1y,

1'aréte (xn_, x, ) avait donc été étudiée avant 1'aréte (

(résultat 3;1)

. (xkl, xdz) ne pouvait: pas &tre une aréte d'augmentation, car
en vertu du test 1.2 (page ) on n'aurait pas examiné (;L,.xj )

par la suite;

‘ (xnl, xnz) était donc nécessairement une aréte 'de type orbite;
on aurait. donc formé une orbite de laquelle X, ferait partie,

ce qui est contradictoire avec le fait qu'on a supposé ue X
q

était impair.

5}

n

Xis xj-) ;
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Illustration du point 1.2 de la démonstration
du Lemme 3.1.

fiqure 4.1




=] s

3.4.2.2 Propriétés des valeurs des marques d

LEMME 3.2 Ve = 1, ... K {x, e or ' Bl)-ar(ET)) /atkd iy )5 gy 8, )

DEMONSTRATION

Soit (xi, x .} correspondant dap 4.e.
I o, = d(k)(x ) + dlh) (x.)

1) ¥x e O+(T(h)—T(h—”) d(h)(x)s max (t'i(h)(xi), d(k)(xj)) +2

(en vertu de 1.3.1 de 1'algorithme).

) 0 > 2 max(d ™ ix), d™ i)y <2 (carx; et x; sont pairs ),

done —E,— 3 max (@ 1), ¢® ).

a, + 6
Wet(2 = vhe o (BTl glkl () (B

o, + 4
donc al# (x)< —@—2——— {car 4kl (x) = 0(mod2)};
op + 2 (+)
comme Bh = ZAE — +2,alors d'" (x) < B -

I1 en résulte que si x.e€ O(T”z" T(k'”),awrs
d(h)(x/t) S Bh = x;ce O(T“Z)_ T(k"’))_o"'(‘r(’k)_ T(k‘])) -

= 1(B ) .

Loy

COROLLAIRE 3.1

veear®ly M < g
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3.4.3 Démonstration de 1a minimalité des longueurs des chaines

augmentantes

RESULTAT 3.2

vy, g e (6], Tl plll glll gy e gk
U)foieVW%mlqm Euﬂ&e g){wmmﬁl £m+uy &)’<Bk
x;€ VM)
(22) = [xe 0T Ad®li) -min 20w ix, 11 DA
X; € VM)

[v x, n - (2a]] —

(@) [xpeor™) adlli)s 8, = d® ) cmin e’ x, 0],
d x ;e V(M)
A
[ ]
avec B, = 2E + + 2.
k 4 2

DEMONSTRATION

Le résultat est démontré par récurrence sur k.
Lok=0, 07!y < grlely;
1.1 démonstration de (2a) par récurrence sur les longueurs

des chaines minimales u+ de(1).

1.1.1 Les seuls sommets x de G(°) = G pour lesquels 1l
existe une chaine a]ternée paire de longueur nulie les
reliant aux racines de T<°) sont les racines elles -
mémes et le résultat est donc vrai.
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1.1.2 On suppose le résultat vrai pour les sommets X
vérifiant (1') :

(1) :}xi'e V(M) tel que :jij*(xi, x) telle que

A u+(xi, x)) € vy avecy < B b

soit xj vérifiant (f') avec y' =y + 2,
. +
et soient xij et u,(gij, xj’ tels que
L0 uylx, , x)) = min 2" (g 2
9 x; € V(M)

( biensir ut et X, Ppeuvent ne pas &tre uniques).
1 L]
M ) =, )+ )+ )

E(u;) = Z(u;) + 2 et donc Z(u;) <y
Par hypothése de récurrence (interne)
e o - oty )Ly

et donc en vertu du résultat 4.1 JSL% et 1'aréte (xh, X
qui a permis de marquer xjpair, avec

2)

V) = a6z -y

1.2 En ce qui concerne (2b) : {xt € 0(T(°)) / d(a’(xt)>so}= ) l
en vertu ducorollaire 3.1. i
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2. On suppose le résultat vrai pour k-7 et on considére
(c'R, plR gy (R R gl ) g ke k)
IT y a 2 cas possibles :

2.1 Soit 1'aréte (xL, X ;) correspondant & U1
(o, ; = d(k—”V(xlé) ¢ qt® 1l (xj.))était une aréte augmentante;

on avait donc détecté dans G(k'])une chaine alternée
augmentante entre “Z et a, et donc

(R} _ ~(R-1)_ —(k-T1) (k-1)
G =G (T a; v T aj-)'

Dans ce cas B, = By (effectivement, en vertu du test 1.2 :

QL= 0y g ); d'autre part 0(T”2)) = O(T”H)) .

Ceci implique, par: 1'hypothése de récurrence que

(2a) et (2b) sont vrais pour k.
¢

2.2 L'aréte (XL’ xj) correspondant a Oy était de type orbite.

1)

On avait donc détecté dans G”a' une orbite B.ﬂ 3

soit T8y 1 =(xeBy / x gor(k-1hyy

+
2.2.1 xe1B, ) = d¥x) =mn  E o ¥
et x € V(M)

En effet x e 0T Dal®T ) wman elu'i,,

car : x; € VM)
. Si d”?’-” (x;s) < B, _q alors par 1'hypothése de récurre

(2a) garantit cette égalité :

. k1) +

six e 0T ) alors 3’%’ e VM), wiix;, x,]

par définition de 0(T”Z_”) et par construction

des chaines dans 1'algorithme;

Si d(h—”(xé) > B,_; alors 1'égalité est vraie en vert
de 1'hypothése de récurrence ((2b)).

On peut donc appliquer le Lemme 3.1,
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2.2.2 Démonstration de (2a) par récurrence sur les longueurs
K(u+) des chaines u+minima1es de (1) : ces longueurs
sont comprises entre By t 2 et B

- Le résultat est vrai pour x, e clkl _ O(T(h"))

vérifiant (2') :
(2') Jx; € V(M) tel queJu’ (x;, x,} avec r;z/.ré U(M)“u”x‘:’ x )=
A

avec y = Bk—? + 2,

Cela se démontre de fagon analogue au point 1.12 en
applicant 1'hypothése de récurrence (externe) aux chaines
u; de longueur K(u;) = Bp_g dans ladécomposition de u* de (

d -—
. On suppose le résultat vrai pour x,€ glkl otk 7))
vérifiant (2') avec B,_; + 2<v< B, (s'il en existe).

. +
Soit X; ety (xéé, x,) tels que :

4
Lluple, o x ) = min 2l'lx,, 1))
xz€ V(M)

+ + . .
U](XLK x'é) = UZ(X"—A; x-,t) + (xt’ x-p) + (xp: XA).

L) = Rlug) + 2= £lup) = v = x, e 0T} (2 ¢ k)
=3sLy et T'aréte (x,, x,) a &té examinge.

(1.3.3.2.1 de 1'algorithme).




-82~

. si xp était non margué alors X, € O(T(kl) avec une

bonne valeur d(k)(xé);

. si x était marqué 1mpa1r alors X, € O(T(k))avec
d(k)(x ) <v; come 2luytx , x,)) = ydoncd'®x) -
L

. si xp était pair, alors nécessairement a(xt) = a(xp).
En effet s'iln'en était pas ainsi, les 2 chaines

+
U (xa( ), i) et u (xa(x L x ) formeraient une chaine

a]ternee augmentante (contra1rement 1'hypothése concernant i
1'aréte correspondant a Op_1)- |
Il en résulte que X, € I{ Bﬂk—ll et donc, en vertu de 2.2.1, :
d(k)(x ) =v: effect1vement er:G(h)—— O(T(h~1)) et :

X, € Bzh_]avec h1 < k-1, ;
7

2.2.3 Démonstration de (2b).
k k-1 k _
(e e ot By —orle Ty sl ) p gy cTiBe, )
(en vertu du Lemme3.2LLe_résu1taf vient de 2.2.1.

O .
LEMME 3.3

Soit (x s X:) 1! arete correspondant a o, dans

6t 7 ua) nlkl gle)

Si (xi, xj) est une arete d'augmentation, alors la chaine alternée
impaire U, !

{
i
u u,(x . X )+-u2(x . xj)+ (XL’ xj), ofl xﬂg{ xﬁ:fsont les
racines des arbres auxquels appartiennent '

xget xo (= alx), %, = alx;)),
est une plus courte chaine augmentante dans (G,M), 4<.e.

L{u") = min Llu {x , x,)) -
» % € V(M) oL
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DEMONSTRATION

Supposons qu'il existe x, , x. € V(M) et une chaine

/L_/lz
Y (x&], nz)_telle que Ly ) < Q.

Soit la décomposition suivante de y“(x 2 xﬂz’ :
Y (X)LI’ X—ILZ) Y]( )Ll’ xz ) + (‘e » xz ) + YZ(X' 2: X'I,' )’ ol
xfi ey et ety (x,”, le)) = max I_i(Y (x, , xp))
(le-# x’lz) Xp€ Y
+ + .
Y (x, o xp) /E(Y (X’Li’ Xp) 1< By,

(une telle décomposition existe, car £{y (x X, }) < Bk)

Par le résultat 3.2 Xﬂ € O(T(k)) et d(k)(xz ) = min e’ (x; L XZ
x.€ V(M)
. lR) + (k) -
.51 d X =B, alors vy (x, , x,.)J< 0, -d" " (x, ) =
= ah -~ Bk < Bh;
a, + 2 @, - 4
(en effet [ |. > } 5 ceci implique (résultat 3.2)
4 4
(R}, . R
ue x, € 0(T'™') et donc 1'aréte (x, , x, ). une aréte
Ty 4" 7

d'augmentation, aurait &té étudiée dans (G(k7), T(kf), m(k7),

(ki) . _ lky) (k)

d , akj)’ oll “h, =d (le) +d (xlzj <ap.
(contradiction avec le test 1.2 stoppant 1'algorithme aux
arétes de valeur ak ).

. Si d(h)(xz.) < Bk’ alors x, = x et de nouveau

1'aréte (xzr, xzz) aurait déja été examinée.

g
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3.4.4 Convergence de 1'algorithme et maximalité du couplage final.

RESULTAT 3.3

(1) 1'algorithme est convergent;

(2) 1e couplage final My, est un couplage de cardinalité maximale.

DEMONSTRATION

(1) vient de la démonstration de convergence de 1'algorithme d'EDMONDS
et du résultat 3.1.

(2) vient des résultats de HOPCROFT et KARP (E[ﬂ) et du résultat 3.2,
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Calcul de 1a borne supérieuré du nombre d'opérations

L'algorithme d'EDMONDS fait partie de la classe des algorithmes dits
efficaces (selon la terminologie introduite par EDMONDS, [4] ), 4.e

le nombre d'opérations .(additions, divisions, multiplications, tests)
effectuéesest fonction polynominale et non exponentielle de l1a taille

du graphe; si G = (V, E) et |V| = n, alors la borne supérieure du nombre
d'opérations de 1'algorithme présenté dans ce chapitre est 0(n545.

1. Nombre d'opérations nécessaires dans les modifications des listes.
- L'élimination d'une aréte d'une Tiste SL; ou SLI; |
- T'insertion d'une aréte dans une liste SLIL ou La’
= 1'insertion d'yne Tiste SLL dans La,

nécessitent O(c) opérations (c &tant une constante) : i1 s'agit de
simples modifications de pointeurs.

2. La formation des orbites (voir chapitre II, § 2.2, § 2.5, § 2.6)
- Le calcul de ext, et ext, : 0(c) opérations;
- Te calcul de fl et f2 : 0(c) opérations;
- la modification des marques o nécessite la recherche des sommets
constituants 1'orbite : ceci implique 1'examen d'un plus n-1 arétes,
chacune d'elles étant calculée en 0(c) opérations;

- le calcul des marques d nécessite 1'&tude d'au plus D%Z_ sommets
~n-2

Ppuisqu'il ne peut y avoir qu'au plus . —— - sommets impairs
dans une forét alternée, d'oli O(n) opérations;
- les modifications des marques e impliquent 1'examen d'au

plus §£g:1l sommets et le calcul sur chacun de ces sommets se fait
en 0(c) opérations;
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IT en résulte que Ta formation d'une orbite nécessite O(n)

opérations sur les marques; d'autre part la mise & jour des

listes SLI ¢ (voir chap. III, § 4.2) implique O(m) calculs, car il y a
au plus m-3 arétes dans toutes les listes SLI;+; comme on ne peut

former qu'au plus E‘:ﬂil- pseudosommets ::dans un pas de 1'algorithme

- chaque orbite diminue en effet d'au moins 2 sommets le graphe courant
Te nombre d'opérations sur les orbites exécutées par pas de 1'algo~-
rithme est 0(n2), et le nombre total de ces opérations est donc

0(n?). O(fi) = 0 (n).

3. Transferts de couplage.
Pour chacun des pas il est nécessaire d'examiner au plus n-1
arétes, chacune d'elles é&tant calculée en O(c) opérations (résultat 2.1;
Les modificatiéns des marques match et extl, ext2 nécessitent donc
0(n) . O(c) = o(n) opérations, et le nombre total de ces opérations
est donc O(n) . O(M) = 0(n3).

4. Rééclatement des pseudosommets
Pour chacun des pas et pour chacun des pseudosommets
- la détermination de la sous-chaine de transfert de couplage interne
se fait en O(c) opérations ( chap. II, § 2.8),
- les modifications des marques ¢ et & impliquent 1'examen d'au
plus éig:ll sommets, le calcul sur chacun de ces sommets s'effec-
tuant en 0O(c) opérations.

Le réeclatement d'un pseudosommet nécessite donc O(m) opérations;
comme il existe au plus iﬂ%ll pseudosommets, et par ailleurs les
transferts de couplage internes concernent au plus m arétes par pas
de 1'algorithme, par conséquent le nombre total d'opérations de ce
type est 0(n2) . 0(vA) = 0(n3).
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5. Arétes de LISTE.
- Chaque aréte peut apparaitre au plus 2 fois dans LISTE;
- L'examen des arétes de LISTE peut donner lieu 3 1'exécution
d'une des sous-étapes suivantes (en dehors des sous-étapes
de formation d'orbite, de transfert de couplage et de réécla-
tement des pseudosommets, déja cpnsidérées):

5.1 Marquage d'un nouveau sommet pair (1‘3 1 de T'algorithme);
ceci ne peut avoir lieu qu'au plus —?— fois, puisqu'il y
a au plus _E— sommets pairs dans une forét alternée :

- 1'affectation des marques m et a nécessite 0(c) opérations,

- 1"introduction d'une liste SLp dans L nécessite 0(c) opérations
(§.3.5.1);
au total 4e nombre total d'opérations de ce type est O(n).

5.2 ttape 1.3.2: elle ne peut &tre exécutée qu'au plus m-1 fois,
et les mod1f1cat10ns des listes nécessitent 0(c) calculs
au total donc O(n ) opérations par étape, et donc O(no) opérations
dans les 2E[+m]+ 2 €tapes possibles de 1'algorithme.

5.3 Etape 1.3.3.2; elle donne lieu a 1'&xécution de 1'étape 2 :
ceci ne peut se produ1re qu'au plus i—z—l fois, car il y a
au plus —?l sommets pairs; au total il en résulte O(n3) opérations.

Ilen résulte donc que la borne supérieure de nombre d'opérations de
1'algorithme est O(n 2).
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CHAPITRE 1V

IMPLEMENTATION DE L'ALGORITHME

4.1 Le Programme COUPLAGE

L'algorithme présenté dans le chapitre III a été programmé en FORTRAN;
appelé COUPLAGE, le sous-programme principal fait appel & 7 subroutines;
un listing est donné en annexe.

Les tests ont &té effectués sur un ordinateur IBM 370/168, avec un
compilateur FORTRQN G.

Si WVl =net |E| = m. alors Ta taille-mémoire utilisée par le programme
COUPLAGE est 13n + 7T + 10m :

n+ 4m mémoires pour le stockage du graphe,
6n mémoires pour les marques mateh, m, d, a, o, ¢ des sommets

vrais de G,
Ll 1) mémoires pour les marques des EPEZL{]pseudosommets possibles dans
2 2

n+ 2m mémoires pour les listes SLIt R
n+ 4m mémoires pour les listes La,

n mémoires internes de travail.
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4.2 Essais et résultats

Le programme COUPLAGE a &té testé d'une part sur des graphes
aléatoires, de différentes tailles et densités, d'autre part
sur des graphes de type G(ém) (GABOW, [3] ).

4.2.1 Graphes aléatoires .

La procédure de génération a &té la suivante : on choisit
Te nombre de sommets |V | et le nombre d'arétes |E| ,

]E|<{'VO, du graphe G= (V, E) a générer.
) ,

On fait correspondre & toute aréte (x;s x.) du graphe complet
47 4
2 ?

KIVI possédant( arétes, un indice n de

sorte que si e = (x,, x;)ete = {x.,, x.), alors
LI S A F ny 4" T,

ny SRy <y STy by, fi<d, sS4 = 4,

On procéde alors ag tirage aléatoire de |E| nombres entiers dans
1'intervalle [1,('25].

Les valeurs de |V| onté&té : 40, 100, 200, 500. Pour chaque

valeur V , E variait de fagon & obtenir des graphes de densités
différentes; pour un couple de valeurs V], |E|fixees plusieurs
graphes étaient générés. Les tableaux 4.1, 4.2, 4.3 résument les

résultats obtenus.




-90-

r—];% temps CPU ep hémbre | nombre d'orbites‘]
171000 seconde d'itérations Créées

100 0 3 3

200 0 A 3 0

300 30 2 1

400 454 2 1

400 . 62 » 2 6

560 42 J 2 0 |

500 37 , 2 0

600 47 | 2 1

600 74 2 1 |
700 60 2 0 i

Résultats obtenus syr des graphes a]éatoires,lvl= 40.

Tableau 4.1
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| oo | By | ol orvite
500 6 2 1
1500 155 3 1
1500 165 3 1
2500 154 5 . 0
2500 188 5 0
2500 195 5 0 |
2500 188 5 0
2500 191 5 0
2500 176 2 0
2500 190 " 2 0

Résultats obtenus sur des graphes aléatoires, V| = 100.

Tableau 4.2
€] temps moyen CPU
en 1/1000 seconde
1500 163
2500 183
4500 - 338

Résultats moyens obtenus sur des graphes aléatoires, |V| = 100,

Tableau 4.3
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4.2.2 Graphes de tyPe€ G (ém) et G(ém),

La famille de grapPhes de type G(ém) a &te definie par GABOW
a Tam
3 Nte :
. de la fagon sulvante
(Vism), E(sm)),

Glém) =
Wiem)| = &M .
E(ém) = E(K4m) V‘(.‘g, {x4m+,{'_' xz/("_’).

La figure 4.1 donne un exemple d'un graphe G{4m).
a -

12

Graphe G(ém), avecm = 2; Glém) est obtenu en ajoutant
les arétes en pointille,

Figure 4.1
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La borne théorique 0([V[3) du nombre d'opérations de
| 1'algorithme de couplage de cardinalité maximale de GABOW
est effectivement atteinte pour les graphes de type G{ém);
ce n'est pas le cas pour 1'algorithme présentd dans cette
thése : en effet le nombre d'itérations est constant pour
tout m et vaut 2.
Dans la 1° itération Zm arétes de la clique K4m sont couplées;
dans 1a 2° itération on détecte m chaines alternées augmen-
tantes de longueur 4 et le couplage induit par transferts le
long de ces chaines est alors un couplage parfait, donc de
cardinalité maximale. Le tableau 4.4 donne les temps du pro-
gramme COUPLAGE pour m variant de 11 3 35 (lv] varie alors
de 66 a 210, IE|de 968 & 9800). |

{

Le programme a aussi &té testé sur des graphes G(ém) modifiés :
La modification consiste 3 rajouter Zm arétes de la forme

(x4m+£’ x2é4)
2m m

E(Glém)) = E(K4m) v ,ég] (x4m+,€’ xZ,é-I) = &,31 (x4m+41’ xZ‘é-»i

).
(Voir figure 4.1)

-Dans ce cas le programme COUPLAGE construit dans la 2° itération
Zm orbitesavant de trouver les m chaines alternées augmentantes.
Le tableau 4.4 donne les résultats pour é(ém) avec m variant de
11 & 32.

Enfin la figure 4.2 donne 1a courbe d'évolution du temps CPU

en fonction du nombre de sommets des graphes G(ém) du tableau 4.4 ;

cette courbe permet de déduire que le temps d'exécution du programme

est proportionnel a lvj% 03



-04 -~

/ -
" lv] ’ ’El temps CPU en 1/1000 seconde
Glém) | Glém) |  Glém) ~ Glém)
11 66 968 990 91 130
25 150 5000 5050 | - 42?2 575
28 168 6272 6328 | 490 663
30 180 7200 7260 614 894
B : . ‘
32 192 - | 8192 8256 683 928
35 210 -1 9800 9870 834 1136

Temps du programme COUPLAGE pour les graphes
de type G(ém) et Glém).

Tableau 4.4
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CHAPITRE V

CONCLUSIONS

5.1 Efficacité de 1a procédure de marquage

Les caractéristiques intéressantes de la procédure de marquage du
chapitre II sont les suivantes :

1. La représentation de 1'arbre alterné nécessite une unique marque
par sommet; de fait cette unique marque m a un réle symétrique par
rapport aux marques match représentant les arétes du couplage : pour
un sommet X; pair match (XL) donne le prédécesseur de X, sur 1'unique
chaine alternée paire le reliant & la racine de 1'arbre dont i1 fait
partie; de fagon similaire, pour un sommet xj impair m(xj) donne le
prédécesseur de gjsur 1'unique chaine alternée impaire le reliant a
la racine de 1'arbre dont i1 fait partie. Il en résulte que cette
marque est calculée uniquement pour les sommets impairs : de plus
sa valeur n'est jamais recalculée entre deux transferts de couplage
successifs, et notamment elle reste inchangée lors de la formation
d'orbites, ce qui simplifie considérablement 1a procédure de contrac-
tion du graphe.

2. La représentation des orbites nécessite 6 marques :
. 0 et e permettent de mémoriser les relations d'inclusion des
sommets et pseudosommets,
. fl’ fz,extl, ext2 représentent la structure des orbites :

- ext1 et ext2 donnent les sommets de contact des orbites avec
1'arbre alterné dont ils font partie; conjointement avec les
marques m et match ces marques permettent de reconstituer toute
chaine alternée de cet arbre.

(résultat 2.1 du chapitre II, § 2.7).
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- L'intérét des marques fl’ f2 réside dans le fait qu'elles
permettent de rééclater tout pseudosommet externe sans avoir
d déterminer au préalable ses racines, originale et actuelle,
ni de modifier les marques M lors de 1a formation de 1'orbite
correspondant au pseudosommet en question (lemme 2.1 du chapitre I1I,
§ 2.7). '
En fait les marques m, match et ext déterminent un unique sens de
parcours des orbites, mais les marques fl et f2 épargnent la
nécessité de savoir parcourir les orbites dans les 2 sens
(c'est Te cas de toutes les autres procédures de marquage pour
Tes algorithmes d'EDMONDS), donc de réactualiser les marques a
toute formation de nouvelle orbite.

{

3. Les transferts de couplage n'entrainent pas de modifications de
couplages internes des pseudosommets; ce n'est qu'a la fin de 1'algo-
rithme qu'on procéde aux rééclatements de tous les pseudosommets : les
marques f, ext, match, m, o, e permettent de rétablir les couplages
internes compatibles avec le couplage de 1'arbre dont ils font partie
(chapitre II, § 2.7, § 2.8).

4. Cette procédure s'applique tout autant pour 1'algorithme de couplage
de cardinalité maximale (comme c'est le cas pour 1'algorithme du
chapitre III) que pour celui de poids maximal. Pour ce dernier cas
1'algorithme en résultant est de complexité O(n3) si on utilise les
méthodes originales de GABOW de modification des poids des sommets
et arétes ([7]).
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5. Les pseudosommets correspondant aux orbites sont représentés

explicitement par des sommets fictifs du graphe G; si V] = n
et si I dénote 1'ensemble des indices des sommets originaux de
G et T' celui des indices des pseudosommets, alors :

L=1,2, ...n}, T' ={ n#l, n+z,...,n+E[—z—””] }.

La procédure.de marquage de GABOW consiste, quant 3 elle, &
représenter les pseudosommets par des sommets particuliers de G,
notamment par leur racine originale. Ceci permet bien siir d'écono-
miser de la place-mémoire mais complique la mise en oeuvre de 1'al-
gorithme et la démonstration de sa validité; comme d'autre part le
nombre maximal de pseudosommets possibles est limité et vaut
E:[ﬂ%%] » 1a tadlle-mémoire supplémentaire nécessaire dans le cas
de leur mémorisation explicite est peu importante par rapport 3 la
mémoire totale utilisée.
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5.2 Comparaison de 1'algorithme avec les algorithmes existant.

L'algorithme présenté au chapitre III est une extension directe
de T'algorithme original d'EDMONDS pour les couplages de cardina-
1ité maximale; la différence entre ces 2 algorithmes réside dans
le fait que la sélection des arétes incorporées dans 1'arbre
alterné en cours de construction n'est pas arbitraire, mais obéit
a des critéres précis permettant d'obtenir des chaines alternées
augmentantes de-longueur minimale.

Cette caractéristique implique que 1a borne supérieure du nombre

5/2) si on utilise une procédure de

d'opérations est alors en O(n
marquage performante, contre 0(n3) pour une implémentation efficace,

comme celle de GABOW ([7]), de 1'algorithme d'EDMONDS.

Le seul autre algorithme en 0(n5/2) résolvant le probléme

de couplage de cardinalité maximale, dii 4 S.EVEN et 0.KARIV
(1975, [ 61), consiste ausyi @ déterminer des ensembles maximaux
(pour 1'inclusion) de plus courtes chaines alternées augmentantes
disjointes; cet algorithme utilisant les procédures de marquage
de GABOW ([Z]) consiste principalement en 4 sous-&tapes d'un pas
de 1'aTgorithme (voir chapitre III, § 3.1), chacune de complexite
d'au. plus O(nz); Tes différences essentielles entre ces 2 algo-
rithmes se résument dans le fait que dans 1'algorithme d'EVEN et
KARIV, pour tout sommet, Tes marques représentant les Tongueurs
d'une des chaines alternées paires reliant ce sommet da un des
sommets insaturés,varient au cours d'une des sous-étapes de re-
cherche de plus courtes chaines alternédes alors que dans 1'algo-
rithme présenté dans cette thése un sommet n'est incorporé dans
un des arbres alternés que si la longueur de 1a chaine alternée
paire le reliant & 1a racine de cet arbre est minimale parmi les
Tongueurs de toutes les chaines issues de ce sommet. En contre-
partie les orbites déterminées dans 1'algorithme d'EVEN et KARIV
se composent uniquement des sommets du graphe original (elles ne
comportent donc pas de pseudosommets), ce qui simplifie les con-
tractions du graphe.

& ?‘»\Pi::
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D'autre part 1'algorithme du chapitre III peut €tre implémenté en
utilisant n'importe quelle procédure de marquage de' 1'algorithme
d"EDMONDS, pourvu qu'elle soit de performance comparable d celle
du chapitre II : en effet i1 est toujours possible d'adapter le
calcul des valeurs des marques de sorte qu'on respecte les critéres
de sélection des arétes décrits dans le chapitre III. Cela n'est
pas le cas de 1'algorithme d'EVEN et KARIV.

Par ailleurs 1'algorithme d'EVEN et KARIV n'a pas €té programmé
et i1 est difficile de comparer ses performances i celles du
programme COUPLAGE présenté dans le chapitre IV; i1 est-bien
entendu difficile de comparer 2 programmes - les résultats
-dépendent non seulement des algorithmes sur lesquels ils se
basent, mais aussi du langage de programmation, de la qualité

de programmation et de 1'ordinateur - i1 est néanmoins possible
de dégager des tendances (par exemple les bornes réelles du nom-
bre d'opérations sur des familles particuliégres de graphes ou sur
des graphes aléatoires) ce qui a &té fait pour 1'algorithme pré-
senté dans cette thése (voir le chapitre Iv).
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