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R�esum�e
Les processus de Poisson compos�es et �ltr�es forment une classe de mod�eles tr�es utile pour cer-

taines applications en traitement du signal, traitement de l'image, et t�el�ecommunications. Une des
premi�eres applications de ce type de mod�ele en traitement de l'image a �et�e propos�ee par Bernard
Picinbono en 1955 pour la distribution des grains d'argent dans un �lm photographique. Ici on in-
troduit un mode�ele de Picinbono g�en�eralis�e dont l'objectif est d'estimer les param�etres du processus
de Poisson �ltr�e en pr�esence de lissage spatial et de bruit additif Gaussien. En posant le probl�eme
de l'estimation dans le contexte de la th�eorie de l'information, on est conduit �a une repr�esentation
du mod�ele par la composition d'un canal Poissonnien et d'un canal Gaussien. Cette composition
m�ene naturellement �a un estimateur param�etrique du type "expectation-maximization" (EM) et �a
une borne du type "distortion-rate" sur l'erreur d'estimation.

Abstract

Compound and �ltered Poison processes are useful models for many applications in signal
processing, image processing, and communications. One of the earliest imaging applications of
these models was proposed by Bernard Picinbono in a 1955 paper on silver dye photographs. In
this paper we treat a generalized model with the primiary objective being to estimate parameters
of the �ltered Poisson process in the presence of spatial smoothing and additive Gaussian noise. By
imbedding the estimation problem into the context of information theory we decompose the model
into the cascade of a discrete event Poisson process channel and a continuous Gaussian waveform
channel. This naturally leads to a expectation-maximization (EM) type estimation algorithm and
a distortion-rate lower bound on estimation error.
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1 Introduction

Cet article traite un probl�eme de l'estimation param�etrique �a partir d'une mesure qui provient d'un

processus de Poisson �ltr�e en pr�esence d'un bruit Gaussien additif. Notamment dans le domaine

du signal on peut citer les travaux de Gatti et Svelto en d�etection des particules sous-atomiques

nucl�eaires [17]; ceux de O'Reilly en d�etection de paquets de photons en communication optique [31];

ceux de Dorfman en analyse des signaux neuronaux [11]; ceux de Bruckstein, Shan et Kailath en

localisation des �echos acoustiques compos�es [7], ceux de Mendel en analyse des signaux sismiques

[29]; et ceux de Faure en r�ev�erberation acoustique sous-marine [14].

Ce mod�ele est aussi pertinent dans diverses applications du traitement de l'image. On peut

citer les travaux de Amoss et Davidson [1] et de Wernick et Morris [39] sur la d�etection d'une image

ayant une intensit�e faible; ceux de Salomon et Glavich [35] sur la localisation et poursuite des

�etoiles en astronomie optique; ceux de Kazovsky [28] sur l'estimation de la position d'un faisceau

de lumi�ere sur un r�eseau de photo-d�etecteurs; et ceux de Clinthorne, Rogers, Shao et Koral [8] sur

la localisation de la photo-scintillation induite par l'int�eraction d'un rayon gamma avec un crystal

de sodium.

Dans son papier de 1955 [32], qui pr�ec�ede les papiers cit�es ci-dessus d'au moins une quinzaine

d'ann�ees, Picinbono consid�erait un mod�ele pour la transparence d'un �lm photographique form�e

d'une superposition de grains d'argent de taille variable et dont le nombre et les positions de

ces grains suivent une loi de Poisson homog�ene. Il est particuli�erement int�ressant pour ce num�ero

sp�ecial de la revue Traitement du Signal, de noter que, �a ma connaissance, ce papier �etait le premier

�a proposer un mod�ele de Poisson �ltr�e dans le domaine de l'image.

Ce travail de Picinbono est le point de d�epart pour notre article. On donne une extension du

mod�ele de Picinbono qui permettra l'�etude du comportement des estimateurs de la distribution

de la taille des grains en pr�esence de lissage spatial et de bruit additif Gaussien. Les r�esultats de

Picinbono pr�esent�es dans [32] sur la forme de la moyenne et de la covariance spatiales du mod�ele

s'y montreront essentiels pour notre �etude.
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2 Un Mod�ele G�en�eral

Soit � = [�1; : : : ;�p]
T un vecteur de variables al�eatoires (v.a.) prenant des valeurs � = [�1; : : : ; �p]

T

dans un sous-ensemble de IRp et ayant une densit�e f�(�). Notre but sera de d�evelopper un esti-

mateur de type maximum �a posteriori (MAP) de � et d'analyser les bornes sur ses performances.

L'estimation de � sera bas�ee sur une observation d'une image Y = fY (u) : u 2 Ig qui est compos�ee

d'une image S, dite le signal, et une image W , dite le bruit. Ici I d�enote le support de l'image I,

suppos�e carr�e I = [�a; a]� [�a; a], et jIj d�enotera sa super�cie jIj = 4a2. Le signal S est engendr�e

par un processus ponctuel marqu�e dM = fdM(u) : u 2 Ig, dont la distribution d�epend de �, et un

lissage dû �a l'acquisition optique. Le processus dM cr�ee N points ftigN en I ainsi que N points,

appel�es des \marques", fRigNi=1 dans un espace de marques (0;1).

On suppose que, en conditionnant sur � = � et N , les points fUigNi=1 et les marques fRigNi=1 sont

mutuellement ind�ependants et ind�ependamment distribu�es (i.i.d.) ayant des densit�es marginales

fU j�(uj�) et fRj�(rj�), respectivement. On suppose aussi que N est un v.a. de Poisson de param�etre

E[N j�] = E[N ] = � > 0 ind�ependant de �.

Ces hypoth�eses impliquent que, conditionn�es sur �, les points Ui et les marques Ri forment un

processus de Poisson marqu�e avec intensit�es �fU j�(uj�), sur u 2 I, et �fRj�(rj�), sur r 2 (0;1),

respectivement, o�u � = �=jIj est l'intensit�e spatiale du processus. Le processus ponctuel dM est

ainsi dit "un processus de Poisson marqu�e et compos�e." La distribution jointe de (dM;�) ayant

une forme analytique bien connue, le probl�eme de l'estimation de � �a partir de dM est relativement

facile �a �etudier, e.g., voir [21, 5, 4, 30, 38, 15].

Le probl�eme g�en�eral qui nous concerne ici est l'estimation de � a partir d'une observation Y

d�eriv�ee par �ltrage, lissage, et bruitage du processus de Poisson marqu�e et compos�e dM :

Y (u) = S(u) +W (u); u 2 I (1)

o�u W est un bruit blanc spatial Gaussien de moyenne nulle ind�ependant de S et ayant pour densit�e

spectrale No=2, et S(u) est un signal ayant la repr�esentation g�en�erale

S(u) = h(u) ? g(u; dM): (2)
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Ici h(u) est une fonction de lissage spatial, qu'on suppose sph�eriquement sym�etrique (h(u) =

h(kuk)), \?" d�enote la convolution spatiale, et g(u; dM) est un �ltrage du processus dM .

La fonction de �ltrage g(�; dM) sp�eci�e la fa�con dont les points et les marques de dM sont

ins�er�es dans l'image Y . Dans certaines applications, on pourrait raisonnablement proposer que la

fonction de �ltrage produise une superposition lin�eaire de N fonctions de Dirac dans le rectangle

I:

g(u; dM) =
NX
i=1

Ri�(u� Ui): (3)

Ce mod�ele lin�eaire est une g�en�eralisation �a deux dimensions du mod�ele de "shot noise," qui est per-

tinent dans les applications de photo-d�etection [17, 25, 20], de d�etection de potentiels neurologiques

[36], et d'autres applications [29, 14]. En deux dimensions, nous avons adopt�e le mod�ele (3) de g en

[23] pour un probl�eme d'estimation de la position � sur un d�etecteur optique spatial d'un faisceau

de lumi�ere faible et d'intensit�e connue. Dans le contexte d'un d�etecteur CCD, la mesure Y est le

champ �electrique induit �a la sortie du d�etecteur, fUig sont les positions de photons incidents sur

le d�etecteur, ayant l'intensit�e �(uj�) = �(u � �), fRig sont les charges �electriques d�epos�ees par

chacun de ces photons, pr�esum�ees ind�ependantes des fUig, et W est un bruit dû �a l'�electronique.

Par contre, dans ce papier on consid�ere un cas de �ltrage nonlin�eaire pour lequel g(u; dM) a la

repr�esentation

g(u; dM) =
NY
i=1

D

�
u� Ui
Ri

�
; (4)

o�u D(u) est la fonction indicatrice d'un disque de surface � et de centre z�ero

D(u) =

(
1; kuk � 1
0; kuk > 1

;

et Ui et Ri d�enotent, respectivement, la position et le rayon de chaque disque. Il est important de

noter que g(u; dM) est une fonction binaire qui prend la valeur 1 s'il existe au moins un disque

couvrant le point u et la valeur 0 dans le cas contraire.

Dans la Figure 1, on montre trois r�ealisations de l'image S et Y pour une densit�e fRj�(rj�)

lin�eaire de la forme

fRj�(rj�) =

(
�2r + (1� �); r 2 [0; 1]
0; r 62 [0; 1]

; (5)
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o�u � 2 [�1; 1]. Chaque ligne de la Figure 1 correspond �a un choix di��erent de �. Pour � = 0 les

rayons Ri sont uniformes. Pour � = �0:8 et � = 0:8 ces rayons ont des densit�es plus concentr�ees

vers 0 et 1, respectivement.

La fonction 1� g(u; dM) est la fonction de transparence T (u) introduite par Picinbono en 1955

[32] pour un mod�ele de la distribution des grains d'argent dans un �lm photographique. Le mod�ele

(4), qui est aussi connu sous les noms de \mod�ele Bool�een" et "processus de recouvrement" [19],

a �et�e propos�e plus tard pour d'autres applications r�elatives �a la biologie et aux sciences de la vie

[10], �a la st�er�eologie [13], et �a la balistique [12]. Bien que dans certains domaines d'application les

densit�es fU j� et fRj� puissent toutes les deux d�ependre du param�etre � = �, on se limitera dans

cet article au cas plus simple o�u fU est une densit�e uniforme sur I et on cherchera �a estimer un

attribut de la densit�e fRj�, e.g. la surface moyenne �E[R2
i j�] des disques. Le probl�eme g�en�eral de

l'estimation du parametre � de fU j� s'appelle la granulom�etrie et plusieurs estimateurs ad hoc ont

�et�e propos�es, voir par exemple [33, 37].

Finalement, remarquons que le lissage de l'image g(�; dM) et l'addition de bruit, prescrits par

notre mod�ele g�en�eral (1), nous permettent de prendre en compte les e�ets de la transcription

physique de l'image, e.g. par un proc�ed�e d'enregistrement �electronique, m�ecanique, ou chimique.

Malheureusement, le bruitage et le lissage rendent impossible une repr�esentation analytique de la

distribution jointe de Y;� et donc l'estimation optimale de � est beaucoup plus di�cile �a partir

du mod�ele (1) qu'�a partir des mesures directes dM du processus ponctuel. Même dans le cas plus

simple d'une seule dimension, on doit se contenter d'une approximation de l'estimateur optimal �̂;

e.g. voir [24, 20, 3, 27, 18, 2].Le but de notre article sera de montrer que, malgr�e cette di�cult�e de

repr�esentation analytique, les moments d'ordre deux du pair (Y; dM) sont su�sants pour construire

des approximations simples de l'estimateur MAP-EM et pour borner l'erreur de l'estimation.

3 Repr�esentation statistique par un canal d'information

Les mesures Y sont reli�ees aux param�etres � par la densit�e conditionnelle fY j� = ffY j�(yj�)gy;�

dont l(�) = ln fY j�(yj�) est appel�ee la fonction de log-vraisemblance. Puisque � est un vecteur

de param�etres al�eatoires, il existe une interpr�etation de Shannon tr�es utile qui associe fY j� aux
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probabilit�es de transition d'un canal de mesure C (voir �gure 2). Dans le langage de la th�eorie

de l'information de Shannon, l'entr�ee de ce canal � est la v.a. produite �a la source et la sortie

de ce canal Y est la v.a. produite �a la destination. Supposons que X soit une v.a. quelconque.

L'identit�e de Bayes nous donne: fY j�(yj�) =
R
X fY jX;�(yjx; �)fXj�(xj�)dx. Quand la v.a. X est

d�e�nie telle que fY jX;�(yjx; �) ne d�epende pas de �, l'identit�e de Bayes a�rme que le canal C peut

être d�ecompos�e en une cascade de deux canaux C1 et C2 dont les probabilit�es de transition sont

sp�eci��ees par fXj� et fY jX , respectivement. Dans le langage de l'algorithme EM, dont on reparlera

dans la suite, un tel X est un jeu de donn�ees compl�etes qui porte plus d'information sur � que Y .

Dans le contexte du mod�ele (1), un jeu de donn�ees compl�etes naturelle est le processus ponctuel

marqu�e dM , ce qui donne la d�ecomposition illustr�ee dans la Figure 2. Dans ce cas, puisque, �etant

donn�e dM , la partie signal S de Y = S +W est d�eterministe, la probabilit�e de transition de C2

est sp�eci��e par fY jX;�(yjx; �) = fW (y � s) qui est �evidemment ind�ependante de �. D'autre part la

probabilit�e de transition de C1 est sp�eci��ee par fdM j� qui correspond �a un canal du type purement

Poissonnien. Comme on le verra plus loin, cette d�ecomposition C1C2 de C permettra le calcul d'une

borne analytique sur la capacit�e C qui sera utile pour s�eparer les zones d'op�eration en r�egime o�u

l'estimation est limit�ee par les statistiques de dM et en r�egime o�u elle est limit�ee par les statistiques

engendr�ees par la formation de l'image Y �a partir de dM .

4 Un estimateur MAP du type EM

Rappelons que l'algorithme EM peut être �ecrit de la fa�con suivante:

Initialisation: �0, k = 0

Pour k = 1; : : :

� [E Step] Estimer

Q(�; �̂k) = E[ln fXj�(Xj�)jY;� = �̂k] (6)

� [M Step] Maximiser

�̂k+1 = argmax�

n
Q(�j�̂k) + ln f�(�)

o
(7)
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L'algorithme EM est bas�e sur la d�e�nition d'un jeu de donn�ees compl�etes X qui est tradition-

nellement d�e�ni par une fonction g qui d�etermine X par la relation Y = g(X) [9]. Cependant, pour

notre application ainsi que pour d'autres en traitement du signal, il sera plus simple d'utiliser la

d�e�nition �equivalente [26]: X est un jeu de donn�ees compl�etes si X contient plus d'information sur

� que Y dans le sens pr�ecis que fY jX;� = fY jX . En vue de la d�ecomposition du canal de mesure C

montr�ee dans la Figure 2, il est clair que la d�e�nition X = dM produit un jeu de donn�ees compl�etes

valide.

La mise en oeuvre exacte de l'algorithme EM est rendue di�cile sinon impossible par le fait que

l'esp�erance Q(�j�) = E[ln fXj�(X j�)jY;� = �] ne prend pas une forme analytique. Cette di�cult�e

a �et�e la motivation d'un algorithme EM approch�e introduit dans un autre article de l'auteur pour

les processus de Poisson �ltr�es evoluant dans une dimension [3]. Ce dernier algorithme repose

sur le fait que pour deux v.a. U et V , l'esp�erance conditionelle E[U jV ] est l'estimateur optimal

de U dans le sens que E[(U � Û)2] est minimis�ee pour Û = E[U jV ]. Donc, Q(�j�) �etant un

estimateur optimal du log de la fonction de vraisemblance lX(�) = ln fXj�(Xj�), Q(�j�) admet

une approximation polynômiale d'ordre q: Q(�j�) � Q̂(q)(�j�) = l̂
(1)
X (�) + : : : + l̂

(q)
X (�). Cette

approximation est donn�ee par la projection de lX(�) sur l'espace lin�eaire spanfY(1); : : : ;Y(q)g o�u

Y (k) = f�k
j=1Y (zj) : z1; : : : ; zk 2 Ig.

Dans cet article, on se limitera �a une approximation de Q(�j�) d'ordre q = 1, c'est-�a-dire lin�eaire

en Y . D�e�nissons les fonctions

�S�(u) = E[S(u)j� = �]; u 2 I:

�l�;� = E[lX(�)j� = �]

K�;�(u) = cov(lX(�); S(u)j� = �); v 2 I

K�(u; v) = cov(S(u); S(v)j� = �); u; v 2 I:

Avec ces d�e�nitions on a la forme g�en�erale et bien connue de l'estimateur lin�eaire optimal de lX(�)

Q̂(1)(�j�) = �l�;�(u) +

Z a

�a

Z a

�a
du K�;�(u)

Z a

�a

Z a

�a
dv K�1

�
(u; v)(Y (v)� �S�(u)) (8)

7



o�u K�1
�
(u; v) = K�(u; v) +No=2 �(u� v) est l'op�erateur inverse associ�e �a la fonction de covariance

de Y .

Rappelons que Y (u) = h(u) ? (1 � T (u)) + W (u), o�u T (u) est la fonction de transparence

introduite par Picinbono [32]. Il suit des r�esultats de Picinbono sur la moyenne et la covariance

spatiale de T que

�S�(u) = H(0)
�
1� exp

n
���m2(�)

o�
K�(u; v) = h(u) ? cov(T (u); T (v)j�) ? h(v);

cov(T (u); T (v)j�) = exp
n
�2��m2(�)

o �
exp

�
�

Z 1

0
r2B

�
ku� vk

2r

�
fRj�(rj�)dr

�
� 1

�
(9)

o�u m2(�) =
R1
0 r2fRj�(rj�)dr est le moment conditionnel d'ordre 2 des rayons fRig des disques,

B(t) est la super�cie de la lentille d'intersection de deux disques de rayon 1 s�epar�es par une distance

t, et H(!) est la transform�ee de Fourier du �ltre de lissage spatial h(u). Dans notre cas, o�u fRj� est

lin�eaire de la forme (5), on peut exploiter une approximation excellente de la fonction de covariance

cov(T (u); T (v)j�) = e���m2(�)
�
1� e���m2(�)

� �
1 +

ku� vk

2

��+2
: (10)

Par une m�ethode de calcul similaire �a celle de Picinbono, on obtient des expressions pour la

moyenne conditionnelle de lX(�) et la corr�elation conditionnelle entre lX(�) et Y

l�;� = H(0)�jIj
Z 1

0
fRj�(rj�) ln fRj�(rj�)dr

K�;�(u) = H(0)�jIj exp
n
���m2(�)

o Z 1

0

h
1� �r2=jIj

i
fRj�(rj�) ln fRj�(rj�)dr: (11)

En rempla�ant les identit�es (9) et (11) dans l'expression (8), et en appliquant l'identit�e de

Parseval, on aboutit �a une forme simple pour la fonction Q̂(1)

Q̂(1)(�j�) = �

Z 1

0
(1 + r2q(Y; �))fRj�(rj�) ln fRj�(rj�)dr

q(Y; �) = H(0)��e���m2(�) 1

jIj

Z 1

�1

Z 1

�1

FTY�S
�

(!)

jH(!)j2�T (!j�) +No=2
d! (12)

o�u FTY�S
�

(!) d�enote la transform�ee de Fourier 2D de Y (u) � S�(u) sur le domaine u 2 I, et

�T (!j�) d�enote la densit�e spectrale conditionelle de T , c'est-�a-dire la transform�ee de Fourier 2D de

la fonction cov(T (u); T (0)j�) (Eq. (10)) par rapport �a u.
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L'�equation (12) accomplit le \E Step" de notre algorithme EM approch�e. Une forme analytique

de la maximisation requise par le \M Step" peut être obtenue dans le cas d'une densit�e conditionnelle

fRj� exponentielle ou lin�eaire.

4.1 Disques �a densit�e de rayon exponentielle

Soit fRj�(rj�) = �e��r; r > 0, � 2 [0;1]. On obtient facilement une �equation pour la valeur de �

qui maximise Q̂(1)(�j�):

� = �
�
2
+ 2! q(Y; �)

�
2
+ 3! q(Y; �)

:

En rempla�ant � par l'it�er�e �k+1 et � par l'it�er�e �k, on obtient une r�ecurrence pour l'algorithme EM

approch�e qui cherche �a maximiser la fonction de vraisemblance non p�enalis�ee, i.e. lnf�(�) = con-

stante dans (7). Ceci correspond �a l'utilisation commune d'un \improper prior" dans l'algorithme

MAP. Notons que le nouvel it�er�e � = �k+1 est obtenue par l'application d'un facteur correcteur �a

l'ancien it�er�e � = �k. Ce facteur augmente (r�eduit) � quand les r�esidus �ltr�es q(Y; �) sont n�egatifs

(positifs). La r�ecurrence EM approch�e a des points �xes sp�eci��es par la condition q(Y; �) = 0.

Autrement dit, l'algorithme s'arrête quand �k rend q(Y; �k) �egal �a z�ero. Notons aussi qu'il est

n�ecessaire que inf�>0 j�
2
+ 6q(Y; �)j soit sup�erieur a z�ero pour assurer la stabilit�e de l'algorithme.

4.2 Disques �a densit�e de rayon lin�eaire

Soit fRj�(rj�) donn�e par la forme lin�eaire (5) et supposons � uniforme sur [�1; 1]. La valeur de �

qui maximise Q̂(1)(�j�) doit satisfaire

Z 1

0
(1 + r2q(Y; �)(r � 1

2
)
�2r + (1� �)

�2r + (1� �)
dr = 0; (13)

L'int�egrale peut être calcul�ee explicitement et on obtient une �equation nonlin�eaire en �. Cette

�equation ne permet pas d'obtenir une forme explicite de la solution � et donc on est contraint �a

utiliser les m�ethodes num�eriques. Cependant, on d�eduit directement de la forme int�egrale (13)

que les it�er�es �k ont le même comportement en fonction de q(Y; �) que dans le cas d'une densit�e

exponentielle.
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On a mis en oeuvre les algorithmes EM approch�es dans les cas exponentiel et lin�eaire pr�esent�es

ci-dessus. Sur la base de nos simulations, on a constat�e que les estimateurs convergeait tr�es rapide-

ment dans les deux cas (en moins de dix it�erations) et que la limite �etait comparable �a l'estimateur

construit par la \m�ethode des moments." Plus de d�etails sur le comportement exp�erimental de ces

estimateurs it�eratifs seront pr�esent�es dans un autre article.

5 Une borne inf�erieure sur l'erreur d'estimation

Pour un estimateur �̂ = [�̂1; : : : ; �̂p]
T fonction de l'observation Y , d�e�nissons le crit�ere d'erreur

MSE =
pX
j=1

E[(�i � �̂i)
2]:

Pour d�evelopper une borne inf�erieure sur MSE, il serait naturel de songer �a la borne de Cramer-

Rao (CR). Or, comme on le sait d�ej�a, la densit�e fY j� ne prend pas une forme analytique et la borne

de CR n'est pas calculable. Une alternative pr�esent�ee ici est d'utiliser la th�eorie de l'information

pour d�evelopper une borne de Shannon sur MSE. Cette approche a �et�e utilis�ee dans le cas de mod�ele

lin�eaire (Eq. (3)) par l'auteur [20, 23]. Ici on donnera seulement un rappel bref de la m�ethode de

construction de ces bornes. En ce qui concerne notre application, l'importance de notre approche

est qu'elle peut fournir des bornes analytiques qui d�ependent seulement de la divergence de Kullback

sur la famille de densit�es ffdM j�(dM j�)g�, et de la densit�e spectrale du signal S.

5.1 La Borne de Shannon

�Etant donn�ees deux variables al�eatoires V et Z, V �etant "la source" (la variable que l'on veut

estimer) et Z �etant "la destination" (les observ�ees), d�e�nissons l'information mutuelle I(V ;Z) =

E[lnPZjV (ZjV )=PZ(Z)]. PZ(�) est la distribution de Z et PZjV (�jV ) est la distribution condition-

nelle qui d�ecrit le canal, c'est-�a-dire la probabilit�e de transition de l'entr�ee V et de la sortie Z. Soit

�(V;Z) une fonction de distorsion entre la source V et une estim�ee V̂ (Z), et soit � = E[�(V;Z)] la

moyenne de la distorsion. Ici �(V;Z) est la somme des carr�es de l'erreur et pour ce cas � est �egal �a

MSE. La th�eorie de Shannon [16] pr�escrit que pour n'importe quelle valeur d de � la capacit�e C du
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canal reliant V et Z ne peut pas être inf�erieure �a la fonction R�(d), dite "rate-distortion function"

inf
PZjV :��d

I(V;Z) := R�(d) � C := sup
PV

I(V;Z)

La fonction R�(d) est toujours strictement d�ecroissante sur le domaine d < dmax ou dmax est la

somme des variances a priori des composants de V . Donc, R�1
� (�) �etant l'inverse de la fonction

R�(d) sur d < dmax, dite \distortion-rate function," on a pour MSE � dmax:

d = MSE � R�1� (C): (14)

L'expression (14) bornant la MSE peut être simpli��ee en utilisant la borne de Shannon sur

R� et la th�eor�eme de Shannon sur la capacit�e de la composition de deux canaux. La borne de

Shannon prend la forme [6]: R�(d) � H(V )� 1
2 ln(2�de), o�u H(V ) = E[� lnPV (V )] est l'entropie

de Shannon. Le "data processing theorem" de Shannon dit que C �etant la capacit�e d'un canal

compos�e de la cascade de deux canaux ayant pour capacit�es C1 et C2 [16]

C � minfC1; C2g:

Cette borne dit simplement que la capacit�e totale du canal compos�e est domin�ee par le canal le

plus faible. En appliquant ces deux bornes de Shannon �a l'in�egalit�e (14) on obtient facilement la

forme �nale de la borne de Shannon sur le MSE

MSE �
1

2�e
e2H(V) e�2minfC1;C2g: (15)

La quantit�e 1
2�e e

2H(V ) est appel�ee le "entropy power" qui est �egal �a la variance a priori de V quand

V est une variable Gaussienne.

6 Application au processus de Poisson �ltr�e

Identi�ons les donn�ees Y = Z et les param�etres � = V dans la borne de Shannon (15). La capacit�e C

est sp�eci��ee par la distribution conditionnelle PY j� que l'on sait ne pas être calculable. Cependant,

on peut facilement traiter les capacit�es C1 et C2 dans la d�ecomposition de C d�ecrite dans la �gure

2.
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6.1 Une borne sur la capacit�e C1

A cause de l'ind�ependance mutuelle de fUig et l'ensemble f�; fRigg, on d�emontre facilement

l'identit�e I(�; dM) = I(�; fRigNi=1) = H(fRigNi=1) � H(fRigNi=1j�), qui est la di��erence entre

l'entropie du processus des marques fRig
N
i=1 et son entropie conditionelle. En utilisant le fait que

le processus de Poisson a la plus grande entropie parmi les processus ponctuels ayant la même

intensit�e, on arrive �a une borne sup�erieure sur la capacit�e C1 similaire �a l'expression obtenue en

[21, Lemme 4]

C1 � C�
1 = �sup

f�

Z
f�(�)

Z
dr fRj�(rj�) ln

fRj�(rj�)

fR(r)
d� (16)

fR(r)
def
=

Z
f�(�)fRj�(rj�)d�;

L'expression C�
1 est simplement la capacit�e d'un canal purement Poissonien. C�

1 est �egal �a la

moyenne de la distance de Kullback entre la densit�e conditionnelle fRj�(rj�) et la densit�e marginale

fR(r). La capacit�e C1 est nulle quand fRj�(rj�) est constante en � et donc identique a fR(r). Dans

ce cas dM (et de même pour Y ) ne porte aucune information sur �.

6.2 Une borne sur la capacit�e C2

Il est assez simple d'obtenir une borne explicite sur C2 en utilisant le fait suivant: la capacit�e

d'un canal avec sortie continue n'est jamais sup�erieure �a celle d'un canal Gaussien qui livre un

processus ayant la même covariance �a la sortie. Ceci suit directement de l'identit�e I(Y jdM) =

H(Y ) � H(Y jdM) et du fait bien connu que l'entropie H(Y ) est maximis�ee par l'entropie d'un

processus Gaussien:

C2 = sup
pdM

fH(Y )�H(Y jdM)g

= sup
pdM

fH(Y )�H(W jdM )g

= sup
pdM

fH(Y )g �H(W )

� H(N )�H(W ); (17)

o�uN est un processus Gaussien de moyenne nulle ayant pour fonction de covariance cov(Y (u); Y (v)),

u; v 2 I. Pour obtenir la deuxi�eme ligne de (17) on a b�en�e�ci�e des faits suivants: conditionn�e sur
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dM , le signal S est d�eterministe; dM et W sont des v.a ind�ependantes; et H(W ) ne d�epend pas

de pdM . Puisque H(W ) est l'entropie du bruit blanc Gaussien, l'expression �nale de (17) est la

capacit�e C�
2 d'un canal Gaussien. En plus, puisque Y est un champ homog�ene, on a recours �a

l'expression classique pour la capacit�e d'un canal spatial Gaussien quand I est grand par rapport

�a la distance de d�ecorrelation de S [34]:

C�
2 =

jIj

2

Z 1

�1

Z 1

�1
ln

�
1 +

�S(!)

No=2

�
d! (18)

o�u �S(!) est la densit�e spectrale de S.

6.3 La borne appliqu�ee au mod�ele de Picinbono

On se limitera ici au cas o�u fRj�(rj�) est de forme lin�eaire comme �enonc�e en (5), et o�u f� est

une densit�e uniforme. Pour appliquer la borne au mod�ele liss�e et bruit�e de Picinbono, il su�t de

calculer les capacit�es C�
1 et C�

2 pour ce choix de fRj�(rj�).

6.3.1 Capacit�e C�
1

Puisque fRj�(rj�) est d�e�nie seulement pour � 2 [�1; 1], il faut faire la maximisation en (16) sur

l'espace de densit�es f�(�) support�ees sur cette intervalle. De�nissons l'entropie conditionelle de Ri

pour � = �

H(Rj�) = �
Z
fRj�(rj�) ln fRj�(rj�)dr:

Avec ceci on peut r�epresenter l'information mutuelle de la fa�on suivante

I(�; dM) = H(Rj�)�
Z
H(Rj�)f�(�)d�

o�u � = E[�] =
R
�f�(�)d�. La maximization de I(�; dM) sur f� donne la capacit�e C�

1 . On

r�eduira ce probl�eme de maximisation �a une suite de deux maximisations sous-jacentes. D'abord on

maximise le Lagrangien L(f�) pour une valeur de � �xe:

L(f) = �
Z
H(Rj�)f(�) + �1

Z
f(�)d� + �2

Z
�f(�)d�

o�u �1 et �2 sont des facteurs �a d�eterminer pour que la fonction maximisante f��1;�2 de L(f) satisfasse

les deux contraintes:
R
f(�)d� = 1 et

R
�f(�)d� = �. Soit f�� cette fonction maximisante qui
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satisfait ces contraintes. Il su�t par la suite de maximiser I(�; dM) = H(Rj�)�
R
H(Rj�)f��(�)d�

sur �. Avec des \water pouring arguments" standards pour ce genre de probl�eme, on arrive par ce

proc�ed�e �a une expression simple pour la capacit�e

C�
1 = �a (19)

o�u a � 0:0698, et une expression pour la densit�e f� = f�� qui atteint cette capacit�e

f��(�) = 1=2� a=3 + a�2:

Cette densit�e, montr�ee en Figure 3, est optimale dans le sens o�u elle maximise l'information mutuelle

entre � et dM et, par cons�equent, parmi toutes les densit�es de � possibles, elle devrait permettre

une estimation de � avec le minimum de variance. Ceci est en accord avec l'intuition que dans

l'ensemble de densit�es conditionnelles possibles, ffRj�(rj�) : � 2 [�1; 1]g, c'est la densit�e uniforme

(� = 0) qui produit des Ri ayant la plus grande variance. Le même comportement en fonction de

� serait attendu des estimateurs de �. Donc, f�� d�efavorise les valeurs de � proches de 0, cas pour

lesquels la variance de l'estimateur de � serait la plus grande.

6.3.2 Capacit�e C�
2

L'expression (18) d�epend de la densit�e spectrale �S du signal S. Le calcul de cette quantit�e est

imm�ediat en utilisant les expressions (11), l'identit�e cov(U; V ) = E[cov(U; V j�)] + E[(E[U j�] �

E[U ])(E[V j�] � E[V ])], et la forme suppos�ee lin�eaire de fRj�. Puisque la fonction de covariance

conditionelle K�(u; 0) de S a une sym�etrie sph�erique (voir Eq. (9)), �S(!) b�en�e�cie aussi de cette

sym�etrie en !. D�e�nissons la fonction p(u) = (1�kuk=2)2+� et sa transform�ee de Fourier P (k!k).

En faisant un changement de coordonn�ees rectangulaire!polaire, on obtient une expression simple:

C�
2 = �jIj

Z 1

0
� ln

 
1 + �

jH(�)j2P (�)

No=2

!
d� (20)

o�u, M�(t) = E[et� ] �etant la fonction caract�eristique de f�,

� = e���=3
h
M�(���=3) �M2

� (���=6)e
���=3

i
:
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Dans la Figure 4, on montre C�
1 et C�

2 en fonction de l'intensit�e � pour le cas de f�(�) uniforme

sur [�1; 1] et les param�etres I, No, � cit�es en Figure 1. Rappelons que c'est le minimum de C�
1

et C�
2 qui d�etermine la borne de Shannon (15). Notons que la capacit�e C�

1 est croissante en � et

tend vers l'in�ni: l'estimation de � bas�ee sur les mesures directes de dM b�en�e�cie toujours de plus

de points. Par contre la capacit�e C�
2 prend un maximum et d�ecrôit �a z�ero pour grand �: pour

un estimateur de � bas�e sur les mesures Y , un nombre de plus en plus grand d'occlusions entre

disques produit une d�egradation de performance. On peut observer une d�egradation similaire dans

le rapport signal/bruit. Cette d�egradation pour � grand est contraire �a ce qu'on a constat�e pour

le mod�ele lin�eaire (3) �etudi�e en [20, 22, 23].

En g�en�eral, la borne de Shannon nous permet de s�eparer la performance en deux r�egimes

d'op�eration, l'un pour C�
1 < C�

2 , que l'on appellera le r�egime limit�e par les statistiques Poissonni-

ennes, et l'autre pour C�
2 < C�

1 , que l'on appellera le r�egime limit�e par les statistiques Gaussiennes.

Donc on peut constater sur la Figure 4 qu'il y a trois r�egimes en fonction de �. En mesurant Y ,

c'est seulement pour les valeurs de � ni trop petites ni trop grandes qu'on peut esp�erer atteindre

le r�egime Poissonnien de performance. Les fronti�eres de ces r�egimes d�ependent de la super�cie jIj

de l'image, du niveau de bruit No, de la largeur 2� de h(u), et de la densit�e a priori f�.

7 Conclusion

Dans cet article on a �etudi�e un probl�eme d'estimation pour une version bruit�ee et liss�ee d'un mod�ele

d'image introduit par Bernard Picinbono en 1955. Pour ce probl�eme, on a pr�esent�e des algorithmes

d'estimation de type EM ainsi que des bornes de type Shannon sur l'erreur d'estimation et la

capacit�e du canal de mesure. La d�etermination de la valeur pratique de ces r�esultats n�ecessitera un

travail de simulation non n�egligeable pour d�eterminer l'e�cacit�e et la �abilit�e de nos estimateurs.
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Figure 1: Trois r�ealisations de l'image S et Y pour la densit�e des rayons (en mm) des disques
montr�ee dans la premi�ere colonne. La taille de l'image est 20� 20 mm et le niveau gris est tel que
le noir correpond �a la valeur minimum de l'image et le blanc �a la valeur maximum. L'intensit�e est
� = 0:5, ce qui correspond �a une moyenne de � = 200 disques dans chaque image. Pour toutes les
images dans la troisi�eme colonne, le rapport signal/bruit est 3dB et la fonction de lissage spatial
h(u) est de forme Gaussienne sym�etrique de largeur 2 � � �x�ee �a 0.66 mm.
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Figure 2: (a) Repr�esentation statistique de Y comme sortie d'un canal d'information C avec entr�ee
�. (b) D�ecomposition du canal C en 2 canaux C1 et C2.
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Figure 3: La densit�e f�� qui maximise l'information mutuelle I(�; dM) pour le cas o�u fRj� est
lin�eaire.
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Figure 4: Les capacit�es C�
1 et C�

2 en fonction de l'intensit�e � pour le cas o�u fRj� est lin�eaire, f�(�)
est uniforme sur [�1; 1], et les mêmes param�etres que ceux de la Figure 1.

23


